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PREFACIO 


La presente obra es la primera versión al idioma español y le 
sirve do base la séptima edición en ruso. 

En esta versión el autor introdujo una serie do suplementos 
y modificaciones que contribuyen a la mejor asimíleción del curao. 

Todo el curso esté dividido en dos tomos: el primero incluye los 
capítulos I-XII; el segundo, XIII-XIX. 

Los dos primeros capitulos del tomo I, «Número, Variable, 
Funcién» y «Límite, Continuidad de la función», están escrítos en la 
forma más breve posible. Algunos pr'oblemas que babitualmente 
se analizan en relación con estas nociones, en el curao dado, sin 
perjudicar su comprensión, se examinan en capitulos posteriores. 
Esto da la oportunidad de pasar, cuanto antes posible, al estudio 
de la noción principal de cálculo diferencial, la derivada, lo que 
requieren otras asignaturas de la enseñanza superior (la experiencia 
pedagógica del autor dicta esta distribución del materiai). 

Con el fin de facilitar a los estudiantes la obtención de los cono- 
cimientos matomáticos necesarios para el estudio de las disciplinas 
relacionadas con las máquinas calculadoras y sistemas automáticos 
(que so estudian actualmente en los centros de enseñanza técnica 
superior), en el segundo tomo están detalladamente expuestos 
los siguientes temas: «Integración numérica de las ecuaciones dife- 
renciales y de los sistemas de ecuaciones diferenciales», «Integración 
de los sistemas de ecuacjones diferenciales lineales», «Noción de la 
teoría de la estabilidad de Liapnnov», «Operador de Hamilton», 
«Integral de Fourier», etc. 

En particular, se ba aumentado el número de problemas que 
se dan junto con sus soluciones; también so introdujeron varios 
problemas de elevada dificultad cuya solución requiere el conoci- 
miento más profundo sobre la materia. Los problemas y ejemplos, 
como también sus soluciones, están elegidos para cada tema de tal 
forma que contribuyan a la mejor comprensión del curso, circuns- 
tancia que además hace el libro más córaodo para aquellas per- 
sonas que quieren estudiar las matemáticas individualmente y, en 
particular, para los estudiantes por correspondencia. 

En conclusión, expreso mi profunda gratitud a la Editorial 
Mir por la traducción y publicación de esta mi obra. 


N. PlSKUNOV 




CAPITULO I 


NUMERO. VARIABLE. FUNCION 


i 1. NUMEROS HEALES. REPRESENTACION 
DE NUMEROS REALES POR MEDIO DE PUNTOS 
EN EL EJE NUMERICO 


Uno de los conceptos fundamentales de las matemáticas es ol 
número. EI concepto de número snrgió en la antigüedad, amplián- 
dose y generalizándose con el tiompo. 

Los números enteros y fraccionarios, tanto positivos como nega- 
tivos, así como el número cero, se Ilaman números raclonales. E1 


número racional puede eiprcsarse como la razón ~ 
enteros p y g. Por ejemploi 


de dos números 


7 1 



En particular, el númoro entero p se puede considerar como la 
razón de dos números enteros -~ , por ejemplo: 



0 = 


£ 

1 


Los números racionales pueden representarse por fracciones 
periódicas finitas o por indefinidas. Los números en forma de frac- 
ciones decimales indefinidas_no periódicaa^, se denominan números 
irracionales', por ejemplo, \f 2, 5 — V 2, etc. 

La reunión de los números racionales e irracionales se denomina 
conjunto de números reales. Estos se ordeuan según su magnítud, 
es decir, que para cualquier par de números reales z e y existe una 
correlacíón, y sólo una, do las siguientes: 

x<y, x ■= y, x > y. 

Los números reales se pueden expresar por medio de puntos en 
el eje numérico. Se llama eje numérico a una recta infínita en la cual 
cstán determinados: 
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—- un punto 0 que se denomína origen; 

— una dirección poaitiva que ae indica con una flecha; 

— una escala para medir longitudes. 

En general dispondremos el eje numórico en posición horirontal, 
considerando positiva la dirección hacía la derecha del punto 0 
(origen). 

Si el número x, es positivo, se representa por el punto M,. Este 
se situará a la derecha del punto 0 a una distancia OM, = x,; si e! 
númcro x 2 es negativo, e3tará representado por el punto M 2 . Es(e 
estará situado a la izquierda del punto 0, a una distancia OM¡ — —z 2 
(lig. 1). E1 punto 0 representa el número cero. Es evidente que cada 

Ht 0 . H, 

-2-1 12 3 

Flg. I. 

número real está representado por un punto en el eje numórico. Dos 
números reales diferentes están representados en el eje por dos puntos 
distintos. Es decír, cada punto del eje numérico representa un solo 
número real, ya sea racional o irracional. 

Así pues, entre todos los números reales y puntos dei eje numárico 
existo una correspondencia biunívoca; a cada número le corresponde 
un solo punto que lo representa en el eje numérico, y recíprocamcnte, 
a cada punto corresponde un sólo número. Entonces, «número xt> 
y «punto x» son sinónimos y asi los utilizaremos en este manual. 

Aceptemoe, sin demostración, esta importante propiedad del 
conjunto de números reales; entre dos números reales arbitrarios siem- 
pre se pueden hallar números. tanto racionales como irracionales. En 
ienguaje geométrico esta propiedad se enunciará asi; enlre dos puntos 
arbitrarlos del ele numérico slempre podrán siluarse puntos, tanto 
racionales como irracionales. 

Como conclusión, enunciaremos el siguiente teorema que nos 
servirá, en algún sentldo, de «puente entre la teoría y la práctica»; 

Teorema. Todo número irracional a se puede expresar con cual- 
quler grado de precistón por medio de números racionales. 

En efecto, siendo el número irracional a >• 0, calcnlemos a con 

un error no mayor do -i-1 por ojemplo, de ^, etc. J . 

Cualquiera que sea el número a, está comprendido entre dos 
números onteros consecutivos N y N -f 1. Dívidamos el sogmento 
comprendido entre N y N + 1 en n partes, entonces el número a 

resultará ebmprendido entre los números racionales N + — y 



Valor ahsoiuto dol ndmsro real 
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N íü , ~y * . Dado crue la diíerencia entre estos números es —, cada 
n n 

uno de elloa ezprosa a con un gtado de precisión predeterminado: 
el primero por deiecto, y el segundo por eiceso. 

E jcmplo: E1 número irracional l/2~se oxpresa por modio tlo uúmoros racio 
nales: 

1,4 y 1,5: con un error no mayor de i; 

1,41, y 1,42: con error no mayor de : 

1,414 y 1,415: con un error no mayor do eto. 

| 2. VALOR ABSOLUTO DEL NUMERO REAL 

Introduzcamos ei concepto de valor absoluto del número real. 
Este concepto es imprescindible para continuar adelante. 

Definición. Un número real no negativo, que satislace Jas condi- 
ciones: 

J x I = x, si x 0; 

| x | = —x, si * < 0. 

se llama valor absoiuto (0 módulo) de un número roal x (su notación 

es | * D- 

Ejemplos: |2|=2; |—5|=.5¡ 10(= 0. 

De la definición se doduce que para cualquier número x se veriiica 
Ia correlación x < | x |. 

Examinemos algunas propiedades de los valores absolutos. 

1. El valor absoluto de la suma algebratca de varios números reales 
no es mayor que la suma de los valores absolutos de los sumandos: 

l* + »l<l*l+lp|. 

Demostración. Sea x + y >■ 0. Entonces: 

| * + y | = x + y < | x | + | y | (ya quo * < | x | e y < | y |). 
Supongamos ahora que x + y < 0. Entonces: 

l* + pl“ — (* + p) = (—*) + (— y) <1*1+ I y I, 

como se trataba de demostrar. 

Eáta demostración se puede generalizar fúcilmente para cual- 
quier número de sumandos. 

Ejemplos: 

I—2+3 |<|—2 j -f-1 31 «= 2 -j- 3 5 ó 1<5; 

|—3—51—|—3—5|*=3+5 = 8 u 8^8. 
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2. El valor 'ibsoluto de la diferencia de dos números no es menor’ 
que la diferencia de los valorcs absolutos iel minuendo y sustraerAo: 

\x — y I > I 2 I — I y |. 

Demostracíón. Supongamos que x — y = z. Entonces x p + 
y según lo demostrado anteriormente, se tieue: 

l*l = l» + *l<l»l+l*l=!yl+l* — V l< 
do donde: •'» 

como se trataba de demostrar. 

3. El valor absoluto del produeto es igual al produeto de los valores 
absolutos de los factores: 

l xyz l = | x | | y | | í |. 

4. El valor absoluto del cociente es igual al cociente de dividir el 
valor absoluto del dividendo por el del dtvisor: 



Las dos últimas propiedados provienou diroctamoute de la defi- 
nicióu de valor absoluto. 

9 3. magnitudes variables y constantes 

Al medir magnitudes fisicas: tiempo, longitud, área, voiumen, 
masa, velocidad, presión, temperatura, etc., sb obtienen sus valoros 
numéricos. Las matemáticas tratan del estudio de las magnitudes, 
haciendo abstracción de su contenido concreto. Es por ello que, al 
hablar de magnitudes, tondremos en cuonta, en lo sucesivo, sus 
valores numérico9. Hay fenómenos en que algunas magnitudes van 
cambiando, es decir, alteran su valor numérico y otraa lo mantienen 
constante. Por ejemplo, en el movimiento uniforme de un punto 
varían el tiempo y la distancia, mientras que la velocidad permanece 
constante. 

Magnltud variable, o simplemente variable, es la que puodo 
adquirir dlstintos valores numóricos. La magnitud, cuyo valor 
nuraérico no se altera, se denomina constante. En adelante, las 
variables se design&rán con las letras, x, y, z, u , . ., etc., y las 
magnitudes constantes con las letras o, ó, c . . etc. 

Observación. En matemáticas, la constante se considera con fre- 
cuencia corao un caso particuiar de una magnitud variable cuyos 
valores numóricos son todos iguales. 



Campo de variación d* la magntíud variabte 11 


Convíene tener en cuenta que, en condiciones fisicaa concretas, 
una misma magnitud puede ser constante cn un fenómeno y variable 
en otro. Por ejemplo, la velocidad en el movimiento uniforme es una 
magnitud constante y en el movímiento uniformemente acelerado, 
una magnítud variable. 

Las magnitudes c'uyo valor numérico permanece invariable en 
cualquier fenómeno se denominan constantes absolutas. Por ejemplo, 
la razón de.la longitud de la circunferencia y su diámetro es una 
magnitud constante, Uamada « « 3,14159. 

Más adelante veremos que el concepto de variable es fundamental 
en el cálculo diferencial e integral. Federico Engeis escribe en «Dia- 
léctica de la naturaleza»: «E1 punto de viraje de las materaáticas 
fue la magnitud variabie de Descartes. Esto introdujo en las matemá- 
ticas el movimiento y, con 61, la dialéctica y tambión, por tauto, 
y nece$aríamente y el cáiculo diferencial e intcgral». 

§ 4. CAMPO D5 VARIACION DE LA MAGNITUD VARIABLE 

Una magnitud variable puede tomar diversos valores numérícos. 
Según el problema que se considero, ol conjunto de estos vaiores 
puede ser también diferente. Por ejemplo, la temperatura del agua, 
al calentarla en condiciones normales, variará desde 15-18° G hasta 


-/ 


Fig. 2. 

el punto dc ebullición; es decir, hasta 100° C. La variabie x =* cos a 
puedo tomar todos los valorcs comprendidos entre — 1 y + 1. 

Los valores de una magnitud variable so ropresentan geométrica- 
mente por medio de puntos en el eje numérico. Por ejemplo,* ios 
valores de la variable x — cos a son represeYitados por un conjunto 
de puntos del segmento en el oje numérico, desde —1 hasta -fl, 
incluyendo estos puntos, para todos los valores de a (fig. 2). 

Defittición. E1 conjunto de todos los valores numcricos do la 
magnitud variable se denomina campo de variación de la variable. 

Determinemos ios siguientes campos de variación de la variable 
que con frecueucia aparecerán más adelante. 
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Recibe el nombre de intervalo el conjunto de todos los valores 
numéricos de * comprendidos entre dos núroeros dados a y b (o < b), 
a excepción de los extremos, es decir, a y b no entran en ei conjunto 
analizado de números. La notación del intervalo es: (a, b) o, median- 
to las desiguaidades, a < x < b. 

E1 conjuntc de todos los valores numéricos do x comprendidos 
entre los números dados a y b, incluidos estos, es decir, a y b que 
entran en el conjunto analizado se ilama segmento. La notación del 
segmento es: la, ó], o, mediante ias desigualdades, a < x < b. 
A veces ei segmento recibe el nombre de inlervalo cerrado. 

En el caso de que uno de los números, a o b {a, por ojemplo), 
se una al intervalo, y el otro no, se obtiene un IntervaXo semicerrado, 
que puede ser cxpresado por las desigualdades a < x < ó y cuya 
notación es la, 6). Si se une al intervalo elnúmeroó, excluyéndosea, 
se obtiene el intervalo semicerrado (a, 6], que puede expresarse 
por medio de las desigualdades 

a < x b. 

Si la variable x adquicro todos los valores posibles, mayores que 
a, el intervalo so represcnta por (a, +oo) y se determina por Jas 
dósigualdades convencionales 

a < x < +oo. 

De esta misma manera se determinan los intervalos infinitos 
y los infinitos semicerrados, que son dados por las dcsigualdades 
convencionales: 

a <; x < +oo; — oo < x < e; —oo < x< c; —oo < X < +oo. 

Kjemplo: E1 campo do variacíón da la variabla x — cos a, para cuaJesquicra 
valores de a, ea un scgraento I—1, 11 qnc an dctermina por íaa dcsignaldadca 
-f <x«l. 

Laa definiciones arriba citadas pueden formularse también uti- 
Uzando el concepto «punto» en lugar dcl concepto «número». Por 

de todos los puntos x comprendidos entre los puutos 
dados a y b ( extremos del segmento), cuando estos pertenecen al 
conjunto considerado, se Uama segmento. 



e e 
Fig. 3. 


E1 intervalo arbitrario (a, 6) que contiene un punto dado x„, 
es decir, el intervalo (a, b) cuyos extremos satisfaccn la condíción 
a < xo < b, se denomina vecindad de esto punto. Con freouencia 


ejemplo: 

E1 conjunto 
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ocurre quo el intervalo (a, b ) es considerado como vecindad (a, 6) 
del punto x 0 en que x 0 es ei centro. En este caso, el punto x 0 recibe 

el nombro de centro de la vecindad', la magnitud so denomina 


radio de la vecindad. La fig. 3 represonta la vecindad ( x 0 — e, * + b) 
del punto x 0 , cuyo radío es e. 


§ 5. VARIABLE ORDENADA. 

VAR1ABLF.S CRKCIENTES Y DECRECIENTES. 

VARIABLE ACOTADA 

Por convención, una variable x es ordenada, si so conoco su campo 
de variación y se puede precisar para cada par de sus valores, cuál 
de ellos es anterior y cuál posterior. Aquí, los conceptos «anterior» 
y «postcrior* no so hallan relacionados con el tiempo, sirviendo sólo 
como ol mótodo de ordenación de los valores de la variable, es decir, 
el establecimionto de un cicrto orden para los valores correspon- 
dientes de esta variable. 

La sucesión numérica Z\, x 2 , x 9 , . . ., x k .... puede conside- 
rarse como caso particular de una variable ordenada, donde, siendo 
k' < k, el valor z h - es anterior y cl valor x k posterior, sin dar impor- 
tancia cuál de estos dos valores sea mayor. 

Definlción 1. La variuble se denomina creciente , si cada su valor 
posterior es mayor que el anterior. Por el contrario, si cada valor 
posterior ea menor que él anterior, la variable se denomina decre- 
ciente. 

Las variables crecientes y decrccientes reciben el nombre de 
monótonag. 

Ejcmplo'. A1 duplicar el número do lados do un polígono rogular inscrito 
cn un círcuto, cl ¿rva s de eato poligono es una vaxiable creciente. Si dupücamos 
el número do Iados do un polígono rcgular circunscrito alrododor do un círculo, 
au ároa es una variable decreciente. Obsérvese que no toda variable ha do ser 
forzosamente creciente o decreciente. Por ojcmplo, la variablo x = sen a 
no ea monótona, siendo a una magnitud creciente on el segmento [0,2aj. Esta 
crece, al principio. do 0 a 1 y disminuye después do 1 a —1, para luego 
crecer de nuevo de —1 a 0. 

Definición 2. La variable x se denominn magnitud acotada, si 
existe un número constante M > 0 tal que, a partir de cierto valor, 
todos los posterio-os oatisfagan la condición. 

—M -^z^M, es decir, | x | <[ M. 

Es decir, una variable se llama acotada, si so puede indicar un 
segmento l^M, M) taí que, a partir de cierto valor de la misma, 
todos sus valores posteriores pertenezcan al segmento indicado. 
Sin embargo, no hay que pensar que la variable tome necesariamente 
todos Ios valores del segmento í— M, M). Por ojomplo, una variablo 
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que toma diferentea valores racionales en el segmento [—2, 21, 
ea acotada. Sin embargo, ésta no toma en este segmento valores 
irracionales. 

£ 6. FÜNCION 

A1 estudiar diversos fenómenos de la naturaleza y resolver pro- 
blemas técnicos, y, por consiguiente, matemáticos, surge la ncccsidad 
de examinar la variación de una magnitud en dependencia de la 
varíación de otra. Por ejemplo, al estudiar el movimiento, el espacio 
recorrido se considera como una variable que cambia en dependencia 
de la variación del tiempo. De este modo el espacio recorrido C3 
/wtciÍB’del tiempo. 

Veamos otro cjemplo. Es sabido que el área de un círculo se 
exprcsa por: Q — nfí'. S¡ el radio fí toma diversos valores numéri- 
cos, el érea Q tomará también valores diferentes. Como vemos, la 
variacíón de una magnitud causa la variación de la otra. En el 
ejemplo citado, el área Q es función del radio R. Establezcamos el 
concepto «funcións. 

Definición 1. Si a cada valor de la variable x, perteneciente 
a cierto campo, le corresponde un sólo valor determinado de otra 
variable y , ontonces ésta será funoión de x, y podemos escribir 
simbólicamente: 

y = /(*). V = (*). ete . 

La variablo x se denomina variabk independiente o argumento. 
La dependencia que existe entre las variables x e y se llama fun- 
cional. La letra «/» que entra en la notación simbólica de una depen- 
dencia funcional y — / (x) significa que han de realizarse ciertas 
operaciones con el valor x para obtener el de y. En lugar de y = f (x), 
u — (x), etc., a veces so omplea y — y (x), u — u (x), etc., es 
decir, las letras y, u, etc., representan tanto variable dependiente, 
como símbolo del conjunto de operaciones que habrán de realizarse 
con x. 

La notación y — C, donde C es una constante, significa una 
función, cuyo valor es constante e igual a C, cualesquiera que sean 
los valores de x. 

Definición 2. E1 conjunto de los valores de x para los cuales se 
determinan los valores de la función y, en virtud de la ley / (x), se 
Uarna dominio de defínición de la función. 

Ejemplo 1. La funcién y = son x esti deiinida para todoa los valores 
do x. Por lo lanto, su dominio do defintcién scrá el intorvalo Iniinito: 

— co <. * < -t- co. 

Obscrvación 1. Si existe una dependencia funcional entre dos 
variables x e y = / (x) y si éstas se consideran como variables orde- 



Formar rfg txpresián de lunclontt 


■L 


15 


nadas, de I 03 dos valores de la íunción y* = / (r*) e y** — / (x**), 
correepondientes a dos valores del argumento x* y x**, será poste- 
rior el valor de la ftmción que corresponda al valor posterior del 
argumento. De aquí se deduce la siguiente deíinición. 

Deiinición 3. La función y = / (x) se llama creciente, cuando 
a un mayor valor del argumento x corresponde un mayor valor de la 
función. De modo análogo se define la función decreciente. 

Ejempio 2. La función Q — nR 2 ea creclente cuando 0 </? < + oo, 
puesto que e un velor mayor de R le corrospondo un valor mayor do Q. 

Observación 2. A veces en la definición del concepto «función» 
se adxnite que a cada valor de x, perteneciente a un determinado cam- 
po, le corresponde no un sólo valor de y, sino vario3 valores, c, inclu- 
so un númcro infinito de valores. En este caso la funcíón se denomina 
multiforme, a diferencia de Ia función definida anteriormente, y que 
lleva el nombre de función uniforme. En lo succsivo tendremos 
en cuenta sólo las funciones uniformes. Si nos oncontramos con 
una fuución multiforme haremos una indicación especial. 


§ 7. FORMAS BE EXPRESION DE FUNCIONES 
I. Forma tabular 

En este caso la anotación de los valores del argumento se efectúa 
en cierto ordon: x¡, +¡, . . . x„. De la misma manera se escriben los 
valores correspondientes de la función y,, y z , . , y n . 


n 

x \ 

*2 


*n 

n 

Vl 

VZ 


Vn 


De este tipo son las tablas de las funciones trigonométricas, las 
de logaritmos, etc. 

Las tablas que señalan la dependencia funcionaI_ que existe entre 
magniludes medidas pueden aparecer también, como resultado del 
estudio experimental de fenómenos. Por ejemplo, en una estación 
meteorológica, midiendo en un día determinado la temperatura 
del aire, se obtiene la siguiente tabla: 
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Valor de la temperatura T (en grados) en functón del tiempo t (en horas ) 


1 

a 

2 

3 

4 

5 

a 

a 

8 

9 

II 

m 

—4 

-2 


m 

D 

s 

3,5 

4 


Esta tabla determína T como íunción de U 


II. Forma grnfico 

Dado en el plano del sistemn de coordenadas reotangnlares o car- 
tesianaa un conjunto de los puntos M (x, y) tal que ningún par de 
puntos se halla sobre una recta paralela al eje Óy, podemos decir 



que el conjunto mencionado determina una función uniforme 
y = I (x). Las abscisas de los puntos constituyen los valores del 
argumento y las ordenadascorrespondicntes, loS de laiunción (fig. 4). 

E1 conjunto de puntos del plano (xOy), cuyas abscisas representan 
valores de la variable independiente y las ordenadas, los valores 
correspondientes de la función, se llama grá/ica de la función dada. 

III. Forma analitica 

Primero expliquemos el concepto de «expresión analítica». 
Se da el nombre de expresián analltica a la representación simbólica 
de un conjunto de ciertas operaciones matemáticas que se realizan 
en una sucesión determinada con cifras y letras que designan mag- 
nitudes constantes y variables. Se entiende por conjunto de opera- 
ciones matemáticas no sólo las operaciones elementales (adición, 
sustracción, extracción de raiz, etc.), sino también las que iremos 
determinando a medida quo avancemos en el curso. 

Ejemplos de expresión analitica son: 

iogx-senx r _ V J^ t etc . 

5x*+l 


x‘-2; 
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Si la dcpcndencia funcional y = / (x) es tal que / dcsigna una 
expre9íón analítica, se dice que la función y de x está ezpresada 
analíticamente. Ejemplos dc funciones expresadas analíticamente son: 

1) 2; 2) y - £±i; 3) y = V 1 *=; 4) y = sen r¡ 

5) @ = n/? 8 , etc. 

Aquí, la8 funciones están expresadas analíticamente por medio 
dé una fórmula (se entiende por íórmula la igualdad de dos expre- 
sionea analíticas). En estos casos podemos hablar 
de dominio natural de definición de la función. 

El dominio natural de definición de una fun- 
ción expresada nnaliticamente se compone dol 
conjunto de valores de x para ios cuales la ex- 
presión aualítica, o segundo miembro de la igual- 
dad, adquiere un valor determinado. Así, por 
ejemplo, como dominio natural de definición 
de la función y — z? — 2 tendreraos el inter- 
valo infinito —oo <C x <; -j-oo, ya que Ja función 
esta definída para todos los valores de x. La fun- 
x -f-1 

ción y — -—— está definida para todos los valo- 
2 — 1 

res de x, menos para x = 1, pues, este valor reducc 
el denominador a cero. Para la función y = Ví — x 1 , el dominio 
natural de definición está constituido por el segmento — i x <;i, etc, 

Observación. A veces surge la neccsidad de examinar no todo 
el dominio natural de definición de la función, sino parte de él. 
Así, la dependencia del área Q de un círculo de radio R sedetermina 
por la función Q — jifí 1 . AI consíderar esta fórmula geométrica 
aparece en calidad de domirrio de definición el intervalo infinjto 
0 < <C -f oo, mientras que el dominio natural de definición de la 
función dada es el intervalo infinito —oo < fí <; -f-oo. 

Si la función y = / (x) viene expresada analiticamente, puede 
representarso de manera gráfica cn el plano de coordenadas xOy. 
Así, por ejemplo, la gráfica de la función y = x* es la parábola repre- 
sentada en la fígura 5. 

$ 8. FUNCIONES ELEMENTALES FUNDAMENTALES. 

FUNCIONES ELEMENTALES 

Las funciones elementales fundamentales expresadas analítica- 
mcntc son las siguientes: 

1. Funclón potencial: y = donde a es un número real • 

•) Siendo a un númoro irracional. esta función se calcula, lomando loga- 
ritmos y antilogaritmos: log y =■ a log z, suponfendo x > 0. 
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II. Funeiin exponeneuU: y — a 1 , en la que a es un núraero 
positivo, diferente de la unidad. 

III. Funcitn logarttmiea: y = log„ x en la cual la base a es un 
número poaitivo diferente de la unidad. 

IV. Funciones trigonométricax 

y — sen x, y = cos x, y = tg x. 
y = cotg *, y = sec x, y = cosec x. 

V. Funciones trigonomltricas inversar. 

y = arcsen x, y = arccos z, y = arctg *, 
p = arccotg x, y = arcsec *, y — arccosec *. 


Examineroos los dominios de deíinición y las gráficas de las 
lunciones clementales fundamentales. 

Funciún potencial. y = *“. 

1. a es un número entero positivo. La función cstá definida 
en el intervalo infinito —oo <C * < -r oo. En este caso, para ciertos 



valores de a las gráficas de la función toman las formas que se expo- 
nen en las figuras 6 y 7. 

2. a es un uúmoro entero negativo. En este caso, la función está 
definida para todos los valores de *, excepto para * = 0. Las gráficas 
de la íunción para ciertos valores de a se exponen en las figuras 8 y 9. 

En las figuras 10, 11,12 tenemos las gráficas de la función poten- 
cial cuyos valores de a son nútóeros racionales fraccionarios. 

Función exponeucial, y = a 1 , a > 0, a 1. 

Está función está definida para todos los valores de *. Su grá- 
fica está represontada en las figuras 13 y 14. 

Función logarítmica, y = log a *, a > 0, a =#■ 1. 
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Esta función está definida para los valores de x > 0. Su gráfica 
8e muestra en ta figura 15. 

Funciones trigonométricas. En las fórmulas y = sen x, etc., la 
variable indepondiente x se expresa en radianes. Todas las funciones 
trigonométricas indlcadas son periódicas. 
Su definición general es como sigue: 

Definición t. La función y — / (x) 
se denomina periSdlca, si existe un nú- 
mero constante C tal que, al sumarlo 
(o restarlo) al argumonto i, ei valor de 
la fonción nosealtore, / (i-j - C) = f (x). 
E1 valor mínimo de este nfimero cons- 
tante se dcnotnina perlodo de la fun- 
ción; en lo sucesivo lo designaremos por 
21. Según la definición, la función y = 
= sen x es periódica, cuyo pertodo es 
igual a 2n: sen x = sen (x 4 - 2n). El 
perfodo de cos x es también igual a 2n. Det mismo modo, el periodo 
de las funciones y = tg x e y — cotg x es igual a n. 

Las funciones y — sen r e y ~ cos x están definidas para todos 
los valores de x, Las funciones y = tg x e y = sec x están definidas 




Fig. 16. 



en todos los puntoa, excepto x — (2k + 1) (ft = 0, i, 2 . . .); 

las funciones y = cotg x e y — cosec x están definidas para todos 
los valores de x, excepto para x = kn (k = 0, 1, 2 ., .). 

Las gráficas de las funciones trigonométricas se muestran en 
laa figuras 15-19. Más adelante examinaremos detaliadamente las 
funciones trigonométricas inversas. 
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Introduzcamos ahoxa el concepto de función de función. S¡ y ea 
una función de u y u depende, a su vez, de una variable x, entonces, 
y tambión deponde de x. 




Si y = P (tz) y u =« <p (x), la funciin y de x será: 
y =* P (<p (*)l. 

Esta función se denomina función de función o función compuesla. 

Ejcmpio 1. Saa y — sen u, u « x*. La función í/ — scn (r*J es cna íud- 
cíón compuesta de x. 

Observación. E1 dominio de definición de la función y = F [q¡ (x)| 
e 3 tá constituido por todo el dominio de la función u = <p ( 2 ), o bicn 
por la parte do óste en que se definen los valores de u que no salgan 
fuera del dominio de la función F (u). 

Ejemplo 2. EI dominjo de la función y — V 1 — *’ (p = V“> u i — x’) 
es d sogmento [— 1 , 11 , ya que u < 0 y | z | > 1 y. por io tanto, ia lunción 
~l/u no catá dcfinida para estós vaiores de x (aunquo la función u = 1 — x 1 
está definida para todoa los vaiores do 1 ). La gráfica de esta funclón se rapre- 
aenta como la mitad superior de la -circuníorencia cuyo centro coincíde con 
el origen de cojjrdenados, siendo el radio de ia misma ígual a ia unidad. 

La operación «función de función» puede efectuarse no sólo 
una vez, sino cualquier número de veces. Por ejemplo, la función 
y = jn [sen (x 1 i 1)1 so obtiene, efectuando las siguientes operacio- 
nes (es decir, determinando las siguiontes funciones); 

v — x* 4 - 1 , u = sen u, y — ln u. 

Definamos ahora el concepto de función elomentai. 

Deiinición 2. La función que puede ser dada por la fórmula de 
la forma y — f (x), donde el segundo miembro de la igualdad está 
compuesto de funciones elementales fundameutalcs y constantes, 
mediante un número finito de operaciones de adición, sustracción, 
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multiplicación, división y funcióo de función, se llama función 
clemental. 

De está definición se deduce que las funciones expresadas anali- 
ticameote son funciones elementales. 


Ejeraploa do Ibs funcioncs oleracnt&Ies son: 


l/aVi+ison**; 


logz + 4 jTg-f 2tgx 
u= * 10* — x + 10 


Ejeraulo de función no elemontal: 

y = l-2*3*. . [y = J (n)| es uoa función no olementol, dado quo 
ol numero do oporaciones que deben cfectuarse para calcular y va aumentando 
b raedida quo crece #i, es decir, el número do operaciones es infinito. 



Observación. La función expuesta en la figura 20 es elemcntal 
aunquo viene expresada por dos fórmulas: 

/ (*) = *, Bi 0 < a: < 1; / (*) = 2x - 1, si 1 < * < 2. 

Es posible dcmostrar que esta función pucdc expresarse con una 
sola fórmula y = f (z), incluida entre las indicadas en la dcfini- 
ción 2. (Véanse los ejemplos 139 al 144 de los ejercicios para el 
capítnlo V). 

§ 9. PU NCIONES ALGEBRAICAS 

Son funciones algebraicas !as funciones elementales siguientes: 

I. Funeión raclonal entera o polinomio 

o - ' -• . 

y = aoi" -f a,¡c"“‘+ + <*». 

donde a 0 , a t , ...» son números constantes que llamamos coefi- 
cientes; n es un entero no negativo, Uamado grado del polinomio. 
Evidcntemente, la función indicada estó definida para todos los 
valores de x, es decir, en un intervalo infinito. 

Ejemplos: l.y — oz+ ó es una íunción iineal. Si b — 0, la función linoal 
y = ax oxpresa La* dopetodencia proporcional de y respecto a z. Sí a — 0, 
y = b, la función es constante. 

2. y *= ax % -f- bx -j- c, es una función cuadrótica. 
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Obsdrvación 1. No todas las funciones algobraicas cstán compren- 
didas cn tres tipos dc funciones mencionadas. Se denomina junción 
algebraíca cuaiquier función y «= / (x) que satisfaga una ecuación 
do !a forma 

+ !/ ,_l + ••• +/ , „(*) = 0 > ( 1 ) 

donde, P„ (x), P¡ (x), . ... P n (x) son ciertos polinomios do x. 

Se puede demoslrar que cada una de las funciones que pertenece 
a tos tres tipos mencionados satisface cierta ecuación do la forma (1); 
pero no toda función que satisfaga esta ecuación pertenecerá a alguno 
de los tres tipos denominados. 

Obscrvación 2. La íunción que no es algebraica se llama 
transcendenle. Son funciones transcendentes: 

p=cos*; y = 10*, etc. 

§ 10. SISTEMA DE COORDENADAS POLAHES 

La posición de un punto en el plano se puede determinar por 
medio del sistema de coordenadas polares. 

Elijamos en el plano un punto 0, que liamaremos polo y una 
recta o eje polar, que tiene su origen en el punto 0. La posición de 


M 
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un punto M en el plano se determina por dos números: p y q>. E! 
primero indica la distancia del punto M al polo y el segundo, el 
valor del ángulo formado por el segmento OM con el eje polar. Para 
calcular el ángulo ip se eonsidera positiva la dirección contraxia 
i» la de las manecillas del reloj. Los números p y <p se denorainan 
eoordenadas polares del punto M (fig. 23). 

E1 radio vector p se considera siempre no negativo. Si el ángulo 
polar <p varía en los iímites 0 <p <c 2n, a cada punto del plano, 
a excépción del polo, le corresponde un par determinado de números 
p y 'qi. En el polo, p •= 0 y q> puede tener cualquier valor. 

Determinemos la relación que cxiste entre las coordenadas pola- 
res y las rcctangnlares o cnrtesianas. Supongamos que el origen de 
coordeuadasrectangulares coincide con el polo y la dirccción positiva 
de) cje Ox, con el eje polar. Veamos ahora la relación que existe 
entre las coordenadas cartesianas y Ias polares de un mismo punto. 




Sistema de coordenadas poiares 
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En Ia figura 24 se ve: 

¡r = p cos q>, y =: p sen q> e inversamente p = | /x* + tg <p — . 

Observación. Determinando q» hay que tenor en cuenta el cuadran- 
te en que se halla el punto y tomar el valor correspondiente de q>. 

En el 9istema de coordenadas polares la ecuación p = F (q>) 
deterrnina una Jínea. 


EJemplo 1 . Eu coordenadas polarea la ecuación p = a, dondo a — conat, 
determina una círcunfereocia de radio a y centro en ul polo. La ecuación 




do la jaisma circunfcrencia (fig. 25) en el sistoina de coordenadaa rcctangulares, 
Irazado on la forma expuosta en la figura 24, será: 

Ejemplo 2. 

p *. aq>, donde a = const. 


Veamos la tabla de valores de p para algunoa valores de q: 


<P! 

fl 

n 

4 

» 

2 

1 3 

4* 

n 

3 

2* 



4n 

iJ 

0 

U,78a 







^ 12.50« 
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La curva corraspondiente se mueslra en la figura 26 y se llama cspíral 
de Arquímedea. % 

EJempto 3. 

p^--2a cos<p. 

Esta es la ecuación de una circunferencia de radio a y centro en el punto 
y q>5=0, (fig. 27). Escribamos la ecuación de esla circunferencia en 
coordenadas reclangularcs. Poniondo en esta ecuaclón p =* V x * + cos<p«> 
x - , oblcndremos: *\/x* +• y* » 2<i — -. . , o sea, x*4- V* — 2a*^0. 

V-^+s 5 V^+í 5 


Ejercicios para el cnpítulo I 

1 .i Dada la íunción / (*) = *■ + 6* — 4. Comprobar que / (1) “ 3, 

/ (3) -• 23. 

2. f(x) = x 2 +i. Calcular los valores: 

a) / (í). Retpuesta: 17. b) /0/2). Rcspuetia : 3. c) / (« + 1). Respucsta: 
a J + 2a + 2. d) / (a) + 1. Respuesta: a> + 2. e) / (a'). fíesouesta: a* + 1. 
f) I/ (fl)l 9 . fíespuesta: a» + 2a* + 1. g) / (2 o). fíespuesta: 4«* + 1. 

3. <p (x) =■ • Escribir las expresionos: <p j y - ■ fíespuesta: 

a( ±\ i-**?’ i a*+5 

3 + bx 1 »(» ) 1 — ** 

h. ifr(r) =» y«» +4. Escríbanse las exprcsiones <p(2r) y t|>(0). Respuesta: 

*(2*)-2yS*+ii 'fr(0)“2. 

5. /(O)-»lg0. Coraprobar la igualdad / ( 2 ®) = yzrj/^jT * 

6. <p(z) = log ~~. Comprobar la igualdad q>(fl) + T* 

7. / (z) *» iog z; <p (z) = z’. Escribir las expresiones: a) / 1<T (2)1. 
puesta : 3 log 2. b) / lcp (a) |. Respurstc : 3 log a. c) <p 1/ («)J. Respuesta: llog «I ■ 

8. Hallar ol dominio natural de definición de la función y ^ ¿x* + l- 
Respuesta: — oo < x < + co. 

0. Hallar los doroinios nuturalcs de defi nició n de los funcioncs: 
a) VT^r-. R'.pu M/a: -i <x< + l. b) VM-x+Vt^*- 

— 3<;z<7. c) T^z+fl— y r x—Respuesta: —oo<x<+co d) • 


Respuesta: x a. e) arcsen a x. Respuesta: —f <z<1. f) y-^Iogz. /?rrpur*ía: 
z>0. g) y (a > 0). Respuesta: —0O<x<+ao. 

Construir las gráficas do las funcioncs: 

1». ,--3i+5. II. 9 -ix»+l. 12. it = S-2í 5 . 13. „ = x* + 2x-l. 

“ 1 
14. 15. , — son2x. 16. y— co33x. 17. j,-.x*—4x+6. 18. » —j| • 

16. y = scn (x+ . 20. y = cos (x—^-) . 21. , — tg-^- *• 22. , — cotg-j- *. 

23. ¡, = 3*. 24. ¡,=.2" rf . 25. 9 =log 2 -t. 28. g=x 3 + l. 27. g—4—x». 
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28. ll = -4¡-. 29. p — x*. 30. » = 31. íí = x 5 . 32. |f = * 2 . 33. y=x 3 . 
34. y = |x|. 33. y = log 2 |x|. 36. y = lofc(1— x). 37. ji = 3seo • 

38. yt»4cos^x-f--~j . 

39. La función / (x) está defioida en elsegmento [—1; 1 ] dclmodo siguibiite: 

/(x) — l + x pora — l<x<0; 

/ (*) == 1 — 2x para 0<x<l. 

40. La función / (x) oató deíinida en oi segmonto [0; 2] del modo siguiente: 

/(x)=«x> para 0<x<i; 

/(x)«=* para 1 < x<2. 

Construir ias curvas dadas por ecuacionea polares: 

4J. p--^- (ospiral hiperbólica). 42. p = n* (esplral logarílroica). 43. p. 
=»oycos2<p (lemníscata). 44. p = a (1 — cos <p) (cardioide). 45. p = a sen3<p. 



CAPITULO II 


LIMITE. CONTINUIDAD DE LA FUNCION 


§ 1. UMITE DE LA MAGNITUD VAHIADLE. 

VARIABLE INFINITAMENTE GRANDE 

En este párrafo trataremos de las magnitudea ordenadas guo 
varían de un modo especial, determinado por la expresión «la \ aria- 
ble tiende a un límite». A continuación el concopto de limite de la 
varlable desempeñará un papel iundamental ya que con él están 
relacionados los conceptos fundamentales del análisis matemáticoi 
derivada, integral, etc. 

Delinición t. E1 número constante a se denomina límite de la 
variable x, si para cualquier número infinitcsimal positivo e pre- 
fijado, se pucde iudicar tal valor do la variable x , a partir del cual 
todos los valores posteriores de la mlsma satisfacen la desigualdad 

| x — a | < e. 

Si el número a es cl limite de la variable x, se dice que x tiende 
al Hmíte a; su notacion es: 

* -» o 6 lim x = a. 

En términos geométricos la definición de lfmite puede enunciarse 
asi: el número constante o es el Umite de la variable x, si para cual- 
quiera vecindad infinitesimai prefijada de radio e y centro en el 
punto o. oxisto un valor dc x tal que todos los puntos correspondien- 
tes a los valores postcriores de la variable se encuentrcn dentro 
de la misma vecindad (fig. 28). Examinemos algunos ejemplos 
de variables que tiendon al límite. 

Ejemplo f. La variable x loma sucesivamenla los valores x, — 1 -rl’, 
*2 = l+nj-¡ Xs = l + ‘|-¡ ...; Xn = f + “, ••• 

Comprobemos qoe esta variable tieno por líraite la uniáad. 

Tencmos: 

l*»-I 
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Para cualquier t todos los valores posterioros de la variable, a partir de n , 
dondo — 6 n> —, satisfacen la desigualdad |x»—l|<e, que es lo que 

se trataba de demostrar. 

Observemos que, on este caso, la variable tiende al Iírnite decreciendo 
al mismo tiempo. 

EJempIo 2. La variable * toma aucesivamente los valorea 

*4—i + *^r; •••» *«—1+(—i) n ; ... 

E1 límite de esta variakle es ln unidad. En efecto, 

l*-i|-|(i+<-iJ*-| r )-i|-¿- 

Pata cuolquier e, e partir de n , que satisface la correlación y de 

la cual se dcduce quo 

1 a log — 

2 “>T' •***>**$ 6 n >T3rf-' 

todos los valores posteriorcs de x satisfarán la correlacidn 
I x n —11 < ®. 

En ol caso considerado, la variable ticnde al Ifmite «oscilando alrededor 
de 61», es decir, tomando valores unas vcces mayores y otras, menores que éste. 



Flg. 28 


Observación I. En el capítulo 1, § 3, se ha Indicado que la 
magnitud constante e se consideia frecuentemente corao una Variable 
cuyos valores son siempre iguales: x — e. 

Es evidente que ol límite de la constante será igual a la raisma 
constante, dado que siempre se cumple la desigualdad \ x — c| = 
= | c — c|=0-<e, independientemente del valor que tenga e. 


Observación 2. De ia definición de límito so deduce que una 
magnitud variable no puedo tener dos límites. En efecto, si lím x = 
= a y lím x = b (a < 6), entonces x debe satisfacer iüs dos desi- 
guaidades simultáneamento: f ar — | a < e y \ x — b |<e siendo e 


arbitrariamente poqueño, pero osto e9 imposible, si e < - 


- (fig. 29). 
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LímlU. Contlnuldad de la funelón 


Observación 3. No toda variable tiene límite. Supongamos quo 
la variablc x toma auceaivamente los siguientes valores: 

1 .1 1 , 1 , 

« 1 = 2 -; «2 = i —■£-; «s—-g-; •••; «2A —i — 

1 

«5fc+l==^+l 

(íig. 30). Siendo k lo.suficientemento grande, el valor x th y todoa 
los valorcs posteriores, de subindices pares, se diferenciarán de la 
unidad en una cantidad tan pequeña como se quiera, mientras que 



Ftg. 29 ftg. 30 


el valor siguiente « 2 ^-m y todos los valores posteríores de x, de subín- 
dices impares, irán diforenciándose de cero en una cantidad tan 
pequeñn como se desee. Por tanto, la variable x no tiende al límite. 

En la definición de límite se indica que si una variable tionde 
al límite o, éste debe ser un número constante. Pero el concepto 
«'tiende* se usa también para caracterizar otro tipo de variación 
de la variable, como veremos en la definición que sigue. 

Dcfinición 2. La variable x tiende al infinito, si para cualquier 
numero positivo M prefijado se puede elegir un valor de x tal que, 
a partir de éi todos los valores posteriores de la variable sntisfagan 
la desigualdad | x | .*> M . 

La variable x que ticnde al infinito, se denomina inflnitamente 
grandc y esta tendencia se expi*esa así: x oo. 

Kjcmplo 3. La voriablo x que toraa los valorca: 

x, -t; *a=»2; * 3 « — 3; *,»*( —1)"«; ... 

es infiuitamcnto grandc, ya que nara cualquier valor do \f ">0 todos los valoros 
de la variable, a portjr do uno do ellos. son mayores en valor absoluto que M. 

La variable x «tiende al infinito con signo amás», x-+- -f-oo, si M 
es un número positivo cualquiera de tal manera que, a partir de cierto 
valor, todos los valores posteriores de la variable sastifagan ia de9i- 
gualdad M <C x. 

Corao cjemplo do una vnriablo que tiendo al infinito con signo «más* puede 
scrvir lu variable x que toma los valores Xj ™ 1, x% = 2, . » ., x„ = n. 
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La varioblo z tiende «1 inifinito con BÍgno «monos» x — co, sl A/ cs un 
númcro positívo cualquiern de tal manora 11 ut! todos loa valores sueeeivoa 
de la variable, a partir de aiguno de ellos, satistagon la designaldad x < — M . 

Por ejemplo, ia variable x, que toma los valores r, — 1, r, —2,. . . 

.. ., x» ■= — n, ..., tiende a — oo. 


f 2. LIMITE DE LA EL NCION 

Examinemos algunos casos de variación de una función cuando 
el argumento x tiende a un lfmite a o al infinito. 

Deflniclón 1. Supongamos qua la función y — f (x) está definida 
en determinada vecindad del punto a o en ciertos punlos de la misma. 

La funciin y = / (x) tiende al límite b (yb) cuando x tíenda a 
a (x-*- o), si para cada número positivo e, por pequoño que éste sea, 
es posíble indicar un número positivo 6 tal que para todos los valores 
de x, diferentes de a, que satisfacen 
ia desigualdad* | x — a \ < 6, se y 
vcrificará la desigualdad: 

1 / (*) — b I < « . 

Si b es el limile de la funciin 
f (x), cuando x a, su notación es: 

Um f(x) = 

x-+ a 

o bien / (x) —*■ b y cuando z -*■ a. 

Si / (z) b , cuando x -*■ a, 
entoncea en la gráfica de la función 
V = / (*) esto se interpreta así (fig. 

•31): puesto que de la desigualdad 

—a|<6 se deduce | / (x) — b |<C e, entonces, todos ios puntos 
M en la gráfica de la función y — f (x), correspondientes a los puntos 
x que se encuentran a una distancia no mayor que ó del punto a, 
se localizarán dentro de una banda dc ancho 2e, limitada por las 
rectas y = e e y = b-f-e. 

Observacfón 1. E1 limite de la función / (j) , cuondo x —*- a, 
se puede definir también del modo siguiente. 


*) Aqui se tienea en consideración aqucllos valores de x que, satisfaciondo 
la deslgualdod | z — a | c 6, perteneccn al dominio de definición do la fun- 
c|ón. Ea adelanto, consideraciones de este tipo las encontraremos con frecuen- 
cia. Así. al examinar la varíación do una función, cuando x -► oo, puodo ocurrir 
que lo función estó defimda sólo pora valorcs cnteros y positivos do x. Por 
consimiiente, en este caso z tiendo al infinito, toinando sólo valores entero3 
positivos. En lo sucesivo prescindireroos de explicaciones de este tipo. 




Limltt. ConílnuidaJ dt la functón 


Tl 


Supongamoa que la variable x está ordenada de tal manera que si 
|x* — a | > | — a |, 

entonces. z** es valor posterior, y i‘ t cl anterior. Pero si 

entonces z** será el valor posterior y x*, cl anterior. 

En otras palabras, de los dos puntos en el eje numériro. será 
posledor el que este más cerca del punto a; sí sou equidistantes 
será posterior el que se encueutre a la dcrecha del punto a. 

Supongamos que la variable x, ordenada del modo indicado, 
tieude al Umite a \x a ó lím x = a}. 

Examineinos abora la variable y -- f (z). En este caso y en lo 
sucesivo consideraremos que de dos valores de la función. posterior 
será el que corresponda al valor posterior del argumento. 

*Si la variable {/ definida del modo indicado, tiende a un limite b . 
cuando z tiende n a, escribiremos: 

lím f{x ) = 6. 

X-» o 


F.n esto r.aso diremos que la tuncidn y = / (z) tionde al limite b, 
ouando x -*■ o. 

Es /ócil demostrar que las d oa definiciones de limite de la 
íunción son equivalentes. 


Observación 2. Si / (x) ticnde al límitc ó lt cuando x tieode 
a clerto número a de modo que x toma sólo valores inferiores a éste, 
su notación es lím / (x) = b,, aiendo 



b¡ el llmil it de lafunelón / (x) en el punlo 
a »por la izquierda». En caso de que 
x tome sólo valores mayoros que a, 
la notación será lim / (x) = b 2 , siendo 

x-*o4-0 

b 2 el limite de la función en el puuto 
a «por la derecha» (fig. 32). 

Se pnede demostrar que, si los li- 
mites «por ia ixquierda» y «por la 
derecha» exiaten y son iguales, es decir, 
si b, ■= = 6 , entonces b será el 

limite de eata función en el punto a en 
el sentido que acabamos de exponer. Y recíprocamente, si existe el 
Umite b de la función en el punto a, existen tamhién limites de la 
función en el punto a «por la derecha» y «por la izquierda» que 
son iguales. 
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Ejemplo !. Domostremos quo lím (3* -j- 1) = 7. En efocto, •uipongamos 
quo estñ dado nrbilrariainonte e > 0; para que so cumpla la desigualdad 
|{3r+l)-7|<e, 

es necosario quc scan rumplidas las desigualdados siguienles: 

| 3j —6 | < c, |x-2|<-|, -±<x-2<|-. 


De eílo modo, cunlquioru que sea e, para todos los valoros do x quu saliafa- 
gan )b desigualilud | x — 2 | < y — 6. El valor do la función 3z -j- I 

ge diferenciarú de 7 en una magnitud monor que e. Eslo significa quo 7 es el limi- 
to de la funeión cuando x — 2. 

Observación 3. Fara que exista el lfmite de la función, cuando 
x—+a % no es necesario que la función esté definida en el punto x = fl. 
Cuando se busca el limite, se examinan los valores de la función, 
diferentes de a, en la vecindud dol punto a. Examinemos el cjemplo 
slguiente. 

jt>_4 

Kjcmplo 2. Dpmostremos quo lím- 5 - = ó. 

i -*2 J ‘ 


x* —4 

Aqui lo funciún — 0 - no eMú dofinida on ol piuito x 2. 

Es necosario druiostrnr que, siondo e un númoro cuulquiora 
so oncontrara tal ó quo so cumplo la dosigualdod 


¡ xt-A 

h 7=2 


-4 


<*. 


arbilrario. 


0) 


a condición do quo | x — 2 | < A. l*i>rocuando x 2. lu drsigunldad (I) os equi* 
vali’Utc u: 


(x-2)(x |-2) 
x—2 


-4 — | (*-f 2) — 4 | < r. 


ó 


I' — 21 < e. 


(2) 


Asi ptios, sicudo r arbitrario. la dosiguuldud (I) se vorificarú, si flo cumplo 
la dosigualdnd (2) (uqui, ó »). 

Kslo significu que la función dudn tiono por limito ol númoro 4, cuando 

x —+■ 2. 

Examinemos algunos casos de variación de lu función, cuando 
x —► oo. 

Drfinirión 2. La función f (x) tiendc al límite b cuando x -*■ oo, 
si para cualquier núraero positivo e arbitrariamente pequeño existe 
un número positivo N tnl que parn todoa los valores de x quc satis- 
facen In desigunldnd | x \ > jV, se cumpln In desigualdad 


I / (*) - b 

Kjrmplo 3. Domoslromo? quo 


< c. 


1, o hien Ihn [ I i 


4) 
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Limite. ConUnuidad de la funcíón 


Para eüo es necesario demostrar que siendo e un número arhitrario sc cum- 
plirá la desigualdad 

|(‘+t)-*|<'- (3) 

siompre quo | * | > /V, dependiendo I/ de la elección de e. 

La dosigualdad (3) es equivolente a otra: J j <. e» que so cumplirá 
• condición de que 

t*l>T= w - 

Esto sígniHca que lim (i-f- —lím ^ »1 (fig. 33). 

X—OO V * / X-tOO * 



Conociendo el sentido de los simbolos *-*+« y x-*• —oo, es 
evidente el signifioado de las expresiones: 

•/ (x) tiende a b cuando z —- +oo» y 
«/ (x) tiendc a b cuando x -*■ —oo», 
las cuaies simbdlicamente se escriben así: 

üm /(x) = b, lim f(x) = b. 


| S. FUNCION QUE TIENDE AL INFINITO. 

FUNCIONES ACOTADAS 

Hemos examinado los casos en Ios que la función / (x) tiende 
a cierto límite b, cuando x —► a 6 x -*■ oo. 

Examinemos abora el caso cuando la función y = / (x) tiende 
al infinito, para una determinada forma de variación del argumento. 

Deflnicióu 1. La función / (x) tiende al infinito cuando *-+■ a, 
es decir, es ima magnitud Inflnitamente grande cuando x -*■ a, si 
para cualquier número positivo M, por grande que sea, existe un 
vaior 6 > 0 tal que para todos los valores do x diferentes de a y que 
satisíaccn la condición j x — a. | < 6, se cumpla la desigualdad 
I/ (*) I > M. 
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Si / (x) tiende a) iniinito cuando x -v a, se eacribe 
lím /(x) = oo 

X -► O 

6 /(*)->• oo coando x -*■ a. 

Si / (x) tiende al infinito, cuando x a, tomando sólo valoree 
positivos, o bien sólo negativos, ae escribe, respectivamentei 
lím / (x) = +oo ó lím / (x) = — oo. 

x-w> x-*a 

Ejemplo 1. Demoatrexnos que líxn --rr-—+oo. 

X-*l 

En ofecto, para cualquier A/ >0 tenemos: 

1 


siempre que: 


(1-x)» 


>M » 


(! — *)■< - 


ü-.K^ó. 


La funclón 




toma sólo Talorea positivos (fig. 34). 



Ejomplo 2. Demostremos que lím (—-laoo, En efecto, par* cui 
»t0 V * ' 

quicr M >0 tenemoa: 
siempro que: 

|*) = |*-0|<-¿— 

Aqui (—■|-) >0, por, *<0 y (—■|-) <0, para *>0 (flg. 35). - 


3 * 
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Limite. Continuidad dt la función 


Si Ia funciÓQ / (x) tiende al infinito cuando x -> oo, se escribe: 
lím f (x) bs= oo, 

X «» 

y, en particular, puede suceder: 

lím / (x) = oo, lím / (x) = oo, lim / (x) = — oo. 

X -*■ + oo » 

Por ejemplo, 

lím x 2 =s -j- oo, lím x 3 = — oo, otc. 

Observación 1. No ea forzoso que la función y = / (x) tienda 
a un límito finito o al infinito, cuando x-*- a o x-*- oo. 

Rjemplo 3. La función y = aen x, delinida en ei intervalo ilimitado 
— oo < x < -f* oo, cuando z oo, no tiende a un límite finito, ni al infiníto 
(fig. 36). 


y-senx 
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Ejemplo 4. La funcfón y = ae n definida para todos los valores do x, 

excepto x = 0 , no liende a un iímite finito, ni tampoco al infinito, cuando 
*-*-(). La grúfica de esta función se exponc en la fig. 37. 



Defioición 2. La función y =. / (x) se denomina acotada en el 
dominio dado de variación del argumento x, si cxiste un número 
positivo M tal que para todos los valores de x pertenecientes al 
dominio considerado se cumpla la desigualdad | / (x) | ^ M. Si 
el número M no existe, se dice que la función / (x) no está acotada 
en el dominio dado. 
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Ejcmplo 5. La función y — sen x, definida en el íntervalo infinito 
— oo < x < -f - oo, ea una función acotada, dado que para todos los valorea 
de x sc verificar 

| sen * | C i — M. 

Definlción 3. La función f ( x ) se denomina acotada, cuando 
&-*• a, si cxiste una vccindad con centro en el punto a en la cual 
dicha función está acotada. 

Definición 4. La función y — f (x) bo denomina acotada , cuando 
x-*- oo, gi cxisto un número N >• 0 tal que para todos los valores 
de x que satisfacen la desigualdad | x | > N, la función f (x) esté 
acotada. 

El probleraa del acotamiento de la fuución que tiende a un límite 
se resuelve por medio del siguiente teorema. 

Teorema 1. Si lim f(x) =*= 6, siendo b un número finito , la 

i-»a 

función f (x) está acotada cuando x a. 

Demostración. De la ignaldad lím f (x) ~ b se deduco quc para 

x-*a 

cualquier e > 0 se encontrará un número S tal que en la vecindad 
o-5<i<í+S se cumpla la desigualdad 

| f (x) — b | < e 

o sea, 

i/(*)i<m + «. 

Esto eigniiica quo ia fuución / (x) está acotada, cuando x-*■ a. 
Observación 2. De la definición de función acotada / (x) se 
deduce que si 


1 ím f (z) — ao 6 lim/(x) = oo, 
x -*■ a x-+ao 



f 


Fig. 38 
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Limite. Contlnuidad de la función 


cs decir, si f (x) es infinitamente grande, esta íuncíón no está acotada. 
La notación recíproca no es cierta; es dccir, que una función no 
acotada puode no ser infinitamente grande. 

Por ejemplo, la tunción y — x sen x, cuando x —► oo no está 
acotada, ya que para cualquier Af > 0 se pueden encontrar valores 
do x tales que | x sen x | > M. Pero la función y = x sen x no es 
infinitamente grande, pues se reduce a cero, cuaudo x = 0, n, 2jt .. 
La gráfica de la función y — x sen x está expuesta en la fig. 38. 

Teorema 2. Si lím / (x) — b 0, la funeiin y — t-Í-t está 

x~.r. J (X) 

acoiada, cuando x-+a. 

Demostración. De la hipótesis del teorema se deduce que para 
cualquier e > 0 arbitrario, en cierta vecindad del punto x = a 
tendremos: | / (x) — 6 | < e, ó II / (x) | — I 6 II < e, ó —e < 
< I / (*) I — I ó I < e d | b | — e < | / (x) | < | b | + e. De las 
últimas desigualdades se doduce: 

- 1 - > -— >- - -. 

|6|—e |/(x)| I ó| + 8 


A1 tomar, por ejemplo, e — 


10 


9|¡>l l/tol 


b |, tenemos 

. 10 


11161* 


lo que signifíca que la función está acotada. 


§ 4. INFiNlTESIMALES Y Sl)S PBINCIPALES PBOPIEDADES 

Examinemos en este párrafo las funciones que tienden a cero, 
para cierto modo de variación del argumento. 

Definíción. La función a = a (x) se denomina infinilamente 

f tcqueña ( infínitesimal ), cuando x -► fl o cuando x-^oo, si 
ím a (x) = 0 ó lím a(x) = 0. 

X-*a X-*aa 

De la definición de límite se deduce que si, por ejemplo, 
lim a (x) = 0, esto significa que, para cualquier número positivo 

x-*o' _ 

e prefijado y arbitrariamente pequeño, se encontrara o > u tal 
que para todos los x que satisfacen la condición | x — a |> < ó, se 
verifique la condición | a (x) | < c. 

Kjemplo 1. La función a^(ar—-1)* es infinUamcnte pequcña, cuando 
x—> 1 , dado que lím a— lím (z~ 1)*=»0 (fig. 39). 

x-*l x—»1 
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Ejemplo 2. La 


función a = 


1 


(fig. 40) (véase el ejemplo 3 en el 


es infioitamente pequeña, cuaudo z —*■ oo 
« 2 ). 



Tendrá mucha importancia en adelante la correlación siguiente: 

Teorema 1. Si la functón y = / (x) puedc ser representada como 
suma del número constante b y la magnitud tnfinitamente pequeña a: 

V = b+ a, (1) 

sc tiene que 

lím y = b (cuando x -*■ a 6 x -*• oo). 
Rccíprocamente, sl lím y = b, se puede escrlblr y = b + a, donde a 
cs una magnitud infinitamente pequeña. 

DemoBtracldn. De la igualdad (1) se deduce que | y — b | = 
= I o |. Pero cuaodo e ea arbitrario todos los valores de a, a partir 
de uno de elloa, satisfacen la desigualdad | a | < e; eutonces, para 
todos los valores de y, a partir de alguno de ellos, se cumplirá la 
desigualdad | y — b | < e, lo que aignifica que lím y = b. 

Recfprocamente: si ffm y — b, entonces, para e arbitrario para 
todbs loa valores de y, a partir de uno de ellos, se verificarí la desi- 
gualdad | y — b / < e. Pero, si designamos y — b *= a, entonces, 
para todos los valores de a, a partir de aiguno de ellos, tendremos 
I a | < e, lo que significa que a es una magnitud infinitamente 
pequeña. 

Ejemplo 3. Dada Ia funcíón y — 1 -)—— (fig. 41), aa evidento que 
lim y = l. 

X-+CO 

Becfprocamente, »f lfm y~\, la variablo \¡ puode ser representada como 

X >08 

suma dol Ifmíte i y Ia infiniteaimal es decir, y=l 4 -a. 

Teorema 2. Si a = a (x) tiende a cero y cuando x-+- a (o cuando 
x —► oo), sin redueirse a cero , se tendrá que y = ~ tiende al infinito . 
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Límite. Continiudad de la función 


Demostraclón. Por graude que sea M > 0, se cumplirá la desi- 

1 4 1 

guaJdad ¡—¡ > M, giempre que se cumpJa | a | < -. 7 . La úitima 

| Ct | tW 

desigualdad se cumplirá para todos los vaiores dé a, a partir de 
alguno de ellos, püesto que a (*) -*■ 0 . 

Teorema 3. La suma algebraica de dos, tres 0 un número determt- 
nado de inlinilesimales es una funelón tnfinitamente pequeña. 



Demostraeión. Nos limitaremos a dos sumapdos, ya que la 
demostración es análoga para cualquier número de ellos. 

Supongamos que u (*) = a (*) + p (*), donde Jlm a (*) = 0 

X-+U 

y lím p (*) = 0. Dcmostremos que para cualquier e > 0 tan pequeño 

como sc quiera, se encontrará 6 > 0 tal que, al satisfacer la desigual- 
dad | * — a | < 6, se verifique | u | < e. Puesto que a (*) es una 
magnitud iufitamente pequeña se encontrará 6 tal que en la vecindad 
de radio 6 , y centro uhicado en el punto a, se verificará, también, 

I o (*) I < y • 

Puesto que p (*) es una magnitud infinitamentc pequeña, en 

la vecindad del punto a de radio 6 Z tendremos | P (*) | < 

Tomomos 6 igual a la menor de las magnitudes fi| y fi"- Entonces, 
en Ja vecindad del punto a de radio 6 se cumpiirán las desigualdades 

| a | < f P | < -g-. Por tanto, en esta vecindad tendremos: 

(u¡ = |a(*) + p(*)|<|a(*)| + IPWI < j + ^ = «. 
cs docir, J u J < c, lo que se trütaba de demostrar. 
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De un modo análogo se demuestra ol caso: 


lím ot (*) = (), lín»p(x)=sO. 

C “*■ *** Sí -* oo 


Observación. En lo sucesivo tendremos que examinar las sumas 
de magnitudes infimtamente peqneñas en las que, al ir disminuyendo 
cada sumando, vaya creciendo el número de éstos. En este caso el 
teorema puede no ser válido. 


Examinemos, pór ejemplo, 





donde x 


X HUniüBflüí 

toma sólo valores enteros positivos (* — 1, 2, 3, . . ., n . . .). 
Es evidente que cada sumando, cuando x— oo, es una magnitud 
infinitamente pequeña, sin que Jo sea la suma u — 1. 


Teorema 4. El producto de una función injinitamente pequeña 
a — a (x)por unafunciónacotadaz — z (a), cuandox-e- a (óx -*■ oo), 
es una magnilud (funciin ) injinltamente pequeña. 


Demostración. Demostremos el teorema para el caso en que 
x-> a. Dado un número M > 0, sc encontrará tal vecindad dei 
punto r = a en la que se verificará la desigualdad | z | < M. Para 
cuaiquier e > 0 se encontrará una vecindad en la que se cumplírá 

la desigualdad | (i | ™. En la menor de estas dos vecindades se 

cumplirá la desigualdad 


|ocz|<^ A/ = e. 

Esto quiere decir que az es una magnitud infinitamente pequeña. 
Para el caso de xs-co, la demostración se efoctúa de modo 
análogo. Del teorema demostrado se deducen dos corolarios. 

Corolario 1. Si Jím a = 0 y lím P = 0, entonces lím ap = 0, 
puesto que p (x) es una magnitud acotada. Esto se cumple para 
cualquier núinero finito de factores. 

Corolario 2. Si lím u — 0 y c — const, entonces lím ca =» 0. 


Teorerna 5. El cocíente de la divislón de una magnítud 

infinitamente pequeña a (x) por una función , cuyo límite es difcrente 
de cero, es una magnitud infinltamenie pequeña. 


Demostración. Supongainos que lím a (x) = 0 y lim z (x) = 

b 0. Basándose en el teorema 2, § 3 se deduce que-cs una 

z(a) 



v¿ 


Límite. Coniínuldad de la funclórt 


ínagnitud acotada. Por consiguiente, la fracción = a (x) —r 

z (X) z (X) 

ea el producto de una magnitud infinitamente pequeña por otra 
acotada, cs decir, una infinitesimal. 


§ 5. TEOHEMAS FUNOAMENTALES SOBHE LIMITES 


En este apartado, como en el anterior, vamos a examinar conjun- 
tos de funciones que dependen de un mismo argumento x, cuando 
x -»■ a o cuando x -*■ °o. 

Por ser análogas las demostraciones para ambos casos nos limi- 
taremos a uno sólo, omitiendo, incluso, las notaciones x -*■ a 
o x -*■ oo, qno consideraremos sobreentendidas. 

l'eorema 1. El límite de la suma algebralca de dos, tres y, en general, 
de un nútnero finito de varlables es igual a la suma algebraica de 
los llmites de estas variables: 

lim (ui + u 2 + . . . + u») = Um U| + Um uj + -. . + Um u». 

Demostracíón. Puesto que la demostración es anóioga para 
cualquier número de sumandos, tomemos sólo dos. 

Supongamos que Um Ui = Oi, lim Uj = a 2 . Basándonos en el 
teorema 1 § 4, podemos escribir: 

ui ■= n, + a„ u 2 = a 2 + a 2 , 

donde a, y a 2 son magnitudes infinitesimales. Por tanto, 

Ui + u¡ = (oi + a 2 ) + (a, + a¡). , 

Puesto que (a, + a 2 ) es una magnitud constante y (a, + a 2 ) es una 
infinitesimal, entonces, de acuerdo con el teorema 1 § 4, resultaró que 


lim (u, + uj = a, + « 2 = lím u, + lím u^ . 

Ejemplo I. 

lim f i + . 2, ._ Hm + lím t + tim |._t + lím 2_t + 0_l. 

jr-voo i-o> V X I * 


Teorema 2. El Umite del produclo de dos, tres y, en general, de un 
número finito de variables es igual al producto de los límites de 
estas varlables: 

lim u,-u 2 ._-u* = limu,-llmu 2 .... • limu,. 

Demostraclón. Con el fin de abreviar, realicemos la demostra- 
ción para dos factores. Supongamos que Hm u, = a, y lím u 2 = a 2 . 
Por tanto, 

u, = a, + ot,. u t = Os + di. 
u,u 2 = (a, + a,) (a 2 + a 2 ) = atOt + o,a 2 + + ®i“ 2 - 
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E1 producto aya z es uua constante. Segón los teoremaa del § 4, 
la naagttitud a^a^ + a 2 a 4 -f aia 2 ea iníinitamente pequeña. Por 
conaiguiente, lím uyu^ = a,a 2 = lím u¡ • lím Uj. 

Corolario. Un lactor constante se puede sacar fuera del signo 
de límite. En efecto, si Um Uy = a t , c = const y, por tanto, Iím c = 
*= c, se tiene: 

lím (c«i) = lím c*lím Uy = c lím uy, que es lo que se trataba de 
demostrar. 

Fjemplo 2. 

Iím 3 =5 1 ím i 3 = 5-8= íO. 

*-*2 x-*2 

Teorema 3. El llmite del cociente de dos varlables es igual al 
coclente de los llmites de estas variables, slempre que el iimite del deno- 
minador sea dislinto de cero: 

,, u límtt . „ 

lim—=- , siempre que lim v 0. 

V lím v 


Demostración. Supongamos que lim u = o, lim v ~ b 0. 
Entouces u = a + a, v — b -|- P, donde a y p son magnitudes 
iníinitamcntc pequefias. Escribamos las identidades 


u 

v 


g + q _ g , ( a + a a \ 

6 + P 6 U + P b) 



ab — fia 

b(b + P) ' 


o sea, 

u__‘_g_ , ab — pq 

v~ b^ b(b + P)' 

_ * a , ctb — Ba 

La fracción y es un numero constante y ^ (según ios 

teoremas 4 y 5, § 4) es una variable infinitamente pequcfia, puesto 
que ab — po es también una infinitesimal y el denominador 6 (6 + P) 

tieno por iimíte 6’ 0. Por consiguiente, lim — = í — | H11 " . 

v b lím» 

Ejempio 3. 



ltm(3r+5) 3 lím xq-5 0 

x-»l x-» | 3 - 1 -f- 5 8 

lím (4x—2) — 4 lím x—2 — 4' i — 2^ 2 

*-*i *-* I 


En esto ojomplo hemos aprovecbado el teorema, ya domostrado, acerca del limilo 
de una fracción, puesto que cl limitedei donominador, cuando x-*- i, es distíoto 
de coro. Pexo, si ei Hmite dei denozntnador cíi cero, no se puede aplicar el tcorcma 
citado. En csto último caso hacen falta consideracioncs espociales. 

Ejemplo 4. Hollar Ifm . 

2 
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Límlte. Conttnuldad de ta funclón 


Aquí el denomínador y el numerador ticndcn a cero, cuando x -*■ 2, y, por 
o, el teorema 3 noes válido para el caao. Reallcemoa la siguiente transfor- 

x*-4 ( x —2) (x-f-2) 


tanto 
mación idéntica 




Ln transformación es vólida para todos los valores de x diferentes do 2. Por 
tanto, teniendo en cuenta la definición do límite, podemos escribir: 

llm^i-lim£- ~ 2) ( f - ^ Ü-lim(i+2)-4. 

»-♦2 x —2 x -*2 X—2 x-+2 


Ejemplo 5. Hallar lím 


x— 1 


Cuando x—> 1, el donomiriador tionde 


a cero. mientras que el numerador liende a la unidad. Por consigulente, 
ol líinilo de la maguítud inversa os cero, es decÍT, 
lím (x— 1) 

lím — 

x-*l * 


líin 3 
x—* 1 




De aquí se dcduce, según el teoroma 2 del pdrrafo precedente, quo: 

•oo. 


lím —í-r 
*—1 


Teorcma 4. Si entre los valores correspondientes de las tres furv- 
ciones u = u (x) y z = z (x). v = v (x), se cumplen las desigualdades 
u 1 •< v, y , además, u (x) y v (x) tienden a un mistno limlte b , 
cuando x a (o cuando x-+- oo), entonces podemos afirmar que la 
función z = 2 (x) también tiende a este mismo límite , cuando x a 
(o cuando x -+ oo). 

Demostrnción. Para precisar las ideas, oxaminemos la variación 
de las funciones, cuando x-+ a. De laa designaldudes u z v 
se infiere que: 

u — 6<z — — b\ 

según las condiciones del teorema, tenemos: 

lím u = 6, lím v = b. 

x —■ a x -* a 

Por tanto, para cualquier e > 0, ss encontrará alguna vecindad 
con centro en el punto a, en la que se verificará la desigualdad 
| u — b | < e; del mismo modo se encontrará también alguna vecin- 
dad con centro en el punto a, ea la que se verificará la desigualdad 
| v — b | < e. En la vecindad raenor de las meucionadas so cum- 
plirán las desigualdades: 

—e < u — i < e y — e < v — 6 < e 
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y, por tanto, también, se cumplirán las desigualdades 


es decir, 


—8 < z — b < e. 


lím z — b. 

x -*• a 


Tcorema 5. Si, cuando x~+- a (o cuando x -+■ oo), la furición 
y, lomatuio valoresno negativos(y >• 0), tiende al llmite b, éste último 
será un número no negativo, o sea 6 jt- 0. 

Dcmostración. Supongamos que 6 < 0, entonces I y — b | 

| b |, es decir, el módnlo de la diferencia | y — b | es mayor que 
el número positivo | b | y, por tanto, no tiende a cero, cuando 
x-+ a. Pero, en este caso y no tiende a b, cuando x -+ a, lo que con- 
tradice a la condición del teorema. Esto quiere decir que la hipótesis 
de que 6 < 0 no es cíerta y, por tanto, 6 >0. 

De la misraa manera se demuestra que llm y < 0, si y ^ 0. 

Teorema 6. Sl entre los wlores correspondientes de dos funciones, 
u — u (x) y v = u (x), que lienden a sus limites respectivos, cuando 
x —+ a (o cuando x -+ oo), se cumple la desiguatdad v u , también se 
verificará que lím v ^ lím u. 

Demostraeión. Dada la condición v — u 0, y, de acuerdo con 
el teorema 5, lím (v — u) Js- 0 o Iim v — Um u 0, es decir, 
lím v >. Hm u. 

Ejemplo 6. Demostremos que lim sen x — 0. Scgún la íig. 42, si OA — í 

x — 0 

y * > 0, tendromos AC =* sen z t ~AB «=■ z, aen * < z. Es ovidonte que, siondo 



x < 0, tenemoa J sen x | < | z |. Según los teoremas 5 y 6, podemos deducir 
do estas dos desigualdadcs que Ura so'n * = 0. 

x-* 0 

Ejemplo 7. Demostrcmos que Ifra sen ~r*=0. 

x -*0 2 

En electo, | sen 4r| < C |senx|, Por tanlo, lím sen-^»-» 


0. 
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Limlte. Contlnuidad de la funelón 


Ejetuplo 8. Dcmostremos que lfm cosx — 1. 

x -*0 

Sioudo cos x = l —2sen*4** t-enoraos, lfm cosz = líni (i-.2sen* 
2 ar-*0 x-*0 V 

=■ 1—2 lim sen*4- = l —0 = 1 . 

>»0 ¿ 


En algunas invealigaoionea respecto al limite de las variables es 
necesario resolver dos problemas independientes: 

1) demostrar que una variable tiene su limite y determinar los 
cóníines dentro de los cuales se encuentra este límite. 

2) calcular el límite dado con el grado de precisión necesaria. 

A veces ei primer problema se resuelve mediante el siguiente 

ímportante teorema. 

Teorema 7. St la magnitud variable v es creciente, es decir, cada 
valor posterlor de la misma es mayor que el anterior, y sl ésta es acotada, 
o sea v < M, entonces dicha variabie tiene como llmite lím v = o, 
donde a < M. 

En el caso de que la magnitud variable sea decreciente y aco- 
tada, el teorema correspondionte se enuncia de un modo semejante. 
No damos aquí- la demostración del teorema porque se basa en la 
teoría de los números reales, que no se considera en ei presente curso. 

En los dos pirraios siguientes vamos a calcular los límites de 
dos funciones que tienon gran aplicación en las matemáticas. 


8 6. LIMITE DE LA FUNCION , 

C.UANDO r — U 

La función no está definida para * = 0, puesto que tanto 

el numerador, como el denominador de ta íracción se reducen a cero. 
Veamos el limite de esta función, cuando x-»-0. 



Consideremos una circunferencia de radio 1 (Hg. 43); designemos 
por x, el ángulo central MOB, siendo 0 < x < . En la fig. 43 se 
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[Ámltc. Conttnuidad dc la funclón 


Ejcmplos: 

1, = =lím— -llm-l-l-í-=l. 

x-*0 * i-*0 * COSX x-»0 x x-*-0 coax ^ 


' x-»0 x x-*0 

sen kx 


2) lim^ie=limfcíi”Jíí=iUta (k=COnü). 

* * i-*0 ** x-*0 l K */ 

(Jlx-0) 


2 sen» 4- ■ 

3) -—-=llm - 

x-*0 z x-*0 1 X-*0 


- sen -£-=* 1-0=0. 


sen ax 
a z a 

lira — -■ ■ ■■=: iiin "t* • q ~" 13 T 

x-*o sen $x x_*o p P r P 


4) Um 


= lím -J*- 


sen ar 

lta —zt~ 

x-o 




lím 

x—0 


a m i a 
sonpz T l P 


(a *= con st, 0=^» const). 


§ 7. NUMERO e 

ExamiDomos la magnitud variable 

( 1+ «) ’ 

donde n es unn variable creciente que va tomando los valores: 
1, 2, 3, . . . 

Teorema 1. La vartablc ^l + -i-j tiene su límttc comprendido 

entre los números 2 y 3, cuando n -*■ oo. 

Demostraci6n. Según el binomio de Newton, podemos escribir: 

Ky-‘+tt+ M n a (*y + 


+ 


n(n — 1) (n — 2) 
1-2-3 




n(n-l)(n-2) ... [n-(n-l)] /l Y 
"• + 1-2- ... -n VnJ 


( 1 ) 


Número e 
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Después de transformaciones algebraicas evidentes (1), obtene- 
mos: 


•••+nrb;M)(’-J)---('-"-~4 


( 2 ) 


De la última igualdad se deduce qne la variable (l + —j es 
creciente, cuando crecc n. 

En efecto, cada uno de los snmandos crece ai pasar del valor n 
al n + 1, es decir: 


1-2 V »/ 1-2 v n + l/ y 


se agrega 


un término más. Todos los términos del desarrolio son positivos. 
Demostremosque la variable (l + i) está acotada. Teniendo en 

cuentaque(l -i)<l; (l _ i^ (i — L)< 1, etc., de la expre- 
sión (2) obtenemos la desigualdad 


(l + —)*<! + !+ 1 + 1 + ... + 1 

V »/ ‘ i‘Z~ 1-2-3 ‘ ' 1-2-3- ... -b 

Considerando que 


1 < 4 

1 . i _ i 

1*2*3 2 2 

1-2-3-4 " 2* ’ ” 1-2. ... -n 2 n-1 ’ 

podemos escribir 


(i+i 1 

) <1 + 1 +Í + Í-+ ... +■£=-,. 


Loa términos aubrayados en el segundo miembro de esta desigual- 
dad forman una progresión geométrica que tiene por razón q = 


S3 i 
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Límíte. Ccntlnuidad de la función 


= -i-y por prinier tórmino, a = 1; por esto: 

( t+ r)" <, +[‘+i + F+v-+|M- 

+ í^si-, + '_ ríil „,+ [ 2 - (*.)-'] 


<3. 




Por tanto, paro todos n tenemos: 

(•+ 0 ' 

De la igualdad (2) se deduce que 


<3. 


> 2 . 


y por tanto obtenemos las desigualdádes 


(•♦*r 


2 <(' + i-)" 


<3. 


(3) 


Así pues, queda establecido que la variable (l + -i^ está acotada. 

Como la variable (l + ij es creciente y acotada, tiene (según 

el tcorema 7, § 5) pues, su límite. Este limite se designa con la 
letra e. 

Definición. Se denomina ntimero e al límite*) do la variable 

(*+*y- 


cuando n oo: 


>= lím (l + iV. 

n -* oo V n J 


Conforme al teorema 6, § 5, de la desigualdad (3) podemos dedu- 
cir que el número e satisface la desigualdad 2 e 3. 

E1 teorema queda, pucs, demostrado. 

E1 número e cs irracionaL Más adelante exponemos el método 
para su cálculo con cualquier grado de precisión. Su valor, con diez 
cifras décimales es: 

e = 2, 7d82818284... . 

*) Se puodo dcmoslrar que (t + -~) -*■«, cuando n -► + m, si n no es 
una variaWe crocienle. 




Número e 


(i + i-) tu 
i n l( 1 +7) 


tiende al Umlte e cuando x llen- 


Teorema 2. La función 
de al infinito: 

llm 

Uemoslracióu. Hemos establecldo que (l + -i-) e, cuando 

n-*- oo, s¡ n toma valores enteros y positivos. Supongamos ahora 
que x tiende al infinito, tomando valores tanto íraccionarios como 
negativos. 

1) Supongamos que x -*■ + oo. Cada valor do x se halla compren- 
dido entre dos números enteros positivos 
n < *< n + 1. 

En este coso se cumplen las desigualdades: 

« * n+f 

11 1 

* + ~-> 1 + - j- >1 H — 7 - 7 . 

Si *-*-oo, es evidente que también n-t-oo. Hallemos los limites 
de las variables entre los cuales se encuentra la variable 

/ 4 \n+l 




lím ( 1 -f- - — | = líra 

1 -* + cv \ n 4- i ) n -* + 


lím ( 

n -* + oe V 

Jfra (i 
-* + « \ 

/ 

1 + t)"( 1 + 
+ |-)’- n íí , S« 

lím •- 

.* T n+l) 


n -* + oe 

1 + _J_ 


lím í 

n -* + <*> V 

n + 1 

H 1 ) 

l 

n+1 



lim 

n *♦ + 

íi+ — 

T‘ 

l + n+l 

) 




4 * 
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Por tanto, según el teorema 4, § 5, se tiene: 



( 4 ) 


2) Supongamos que x —► — oo. Introduzcamos una nueva variable 
t s= —(x + 1) o sea j = - (í + 1). Cuando *-*- +oo, tendremos 
que x—*-—oo. Entonces 



= /ilí 1 + t) ( 1 + t) ==< - 1 - c ' 

El teorema qaeda demostrado. La grática de la función y — +• — 

se expone en la £¡g. 45. 



Si en la igualdad (4) introducimos = a, entonces tenemos 
a o (pero, a =£ 0), cuando x -*• oo, y obtenemos: 

_i_ 

lím (t + a)«=e. 

o-* 0 


Logúrítmot naturales 
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Ejeznplofl: 

■> “ Kr-*i (•+*)■ (>+4-)‘-- 

X lim ( 1+-í-y = e .l = ,. 

n-*oo V n / 

»;;(*'*4r-'£(*+-s-r(-+4n<+4r- 


= lim (l+l-l*. lím 

(l+i-p. 

Um (l + 4-)*= 

X-M» V 1 / X-«eo 

V x / 

x—»oo \ * / 

3) Um fl+“)* = llin [ 

i+-M*=.«. 

*-*«e V X / u—oc V 

v / 


4) lim (í±|\*+ 5 = 1¡m 

x-*oo V* — l/ x+» 

/*-l+4 
V X-1 

) ,+3 _lim (l+ : 

/ x-*oo \ 

.lb> Í1 + -1,'V**‘ ,+ ‘ = llm ( 

i+-i) ,,+4 = 

X-M» \ * — 1 / 

D+co \ 

y / 

aalhn íl+~) y - lím 

(i+—1 4 =.«*i=-í 4 . 

I/—OQ \ y/ y-K» 

\ V / 



§ 8. LOGARITMOS NATURALES 

En el párrafo 8 del capítulo primero se ha definido la función 
logarítmica y = log 0 x. Como se sabe, el número a es la base de 
iogaritmos. Si a ~ 10, entonces y se denomina logaritmo decimal 
del número x e y se escribe y == log x. En la escueia secundaria se 
estudian las tablas de logaritmos decimales, liamados tarnbién de 
Briggs, nombrc del sabio inglós que los inventó (1556-1630). 

Los logaritmos quo tienen por base el número e = 2,71828 . . 
se llaman naturales o neperianos, cn honor del rnatemático Neper 
(1550-1617), uno de los primeros inventorcs de las tablas de logarit- 
mos. Por consiguiente, si e v = x, cntonces y se denomina logaritmo 
natural dol número x, y se escríbe así: y » In x, cn lugar de y — 
= log fl x. (Vóase las gráficas de las funciones y **=» ln x e y =* lg x 
en la fig. 46). Determinemos ahora la correiacion que existe entre 
logaritmos decimales y los naturalos de un mismo número x. Supon- 
gamos que y =» log x y o sea x = lO 1 '. 

Tomemos los logaritmos naturales de los dos miembros de la 
última ecuación, escogiendo <r como base, y tendremos: ln x = 

= y ln 10, de donde y = -j^jq Suatituyendo el valor de y ten- 
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dremos: 

log x --in x. 

* 1*10 

Lo que quiere decir quc, cuando ae conoce el logaritmo natural 
de un número x, se puede hallar su logaritmo decimal, multipli- 

cáudolo por el factor M = « 0,434294, valor que no depende 



de x. A este factor M se le denomina módulo o íactor de transición 
de los logaritmos naturales a los decimales: 

log x — M ln x. 

Al introducir en esta identitud x — e, hallaremos la expresión 
del número M por tnedio de logaritmos decimales: 

log c — M (ln e = 1). » 

Los logorltmos naturales se cxpresan en logaritmos deciraales 
de la manera siguiento: 

lnxí== i logx, 

donde 77 -- 2,302585. 

M 

Observaclón. Existen tablas especiales para el cálculo de 
logaritmos naturales. 

§ 9. CONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES 

Supongamos quc la función y =■ f (x) cstá definida para cierto 
valor x 0 y en cierta vecindad de centro en el mismo punto. 

Sea: y 0 = / (x 0 ). 

Si x recibe cierto incremento Ax (positivo o negativo), y toma 
el valor x — x 0 -f Ax, la funcion y también resultará incrementada 
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en Ay. E1 nuevo valor incrementado de la función será y 0 -f Ay = 
= / fa 4* As) (f*g- 47). EI incremento de la función Ay se expresa 
mediante la íórmula 

\y = f + &x) — f (*o). 



Oefinidón 1. La funclón y <= / (x) se considera contínua, para 
el valor dex — x 0 (o en el punto x 0 ), si está definida en cierta vecin- 
dad del punto x 0 , (incluido el punto x 0 ) y si: 

lím Ay =p 0 (1) 

A* •* 0 

o, lo que es lo mismo, 

Iim [/(xq -f- Ax)—f (ij)] = 0. (2) 

A* -♦ 0 

La condición (2) se puede escribir así: 


lím /(x 0 -f Az)=/(n,) 

A.x 0 

Ó 


lím /(aj) = /(*a)... (2) 

*-*o 

En lenguaje geométrico la continuidad de la función cn el punto 
dado significa que la diferencia de las ordenadas de la gráfica 
y =* / (*) en los puutos x 0 -f* A* y será, en valor absoluto, arbi- 
trariamente pcqucña a condición de que | Ax ] sea lo suficientemente 
pcqucño. 


Ejcmplo i. Domostremos quo la funcíón es continua en ol punto 

x 0 , arhitrariamento elegido. En efecto, 

Wp*”*!' Vo+Ay— (ao+A*)*, Ay = (xo-}-Ax)*—xJ^ZxoAx+Ax*. 
lím Ap«s lím {Ixq&x —Az 1 ) — 2x lím Ax-f- lím Ax. lím Ax=0, 

A*-*0 Ax-*0 áx «0 Ax-*0 Ax-*0 

independiente del modo en que Ax tiende a cero (fig. 48a y 5). 
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Ejomplo 2. Comprobemoa que la función y = sen * es conlínua en cual- 
quier punto arbitrario x 0 . £n efecto, 

yo=rscnxo. yo+(z 0 -f-Ax), 

Ay^sen(a^-|-Aar)—senz 0 =2sen-^-«cos (jro^-^r) • 



Ya hemos visto quo lím aon-~-*=0 (ejemplo 7, §5). La íunción cos 

A*-o ¿ V ¿ / 

está acotada. Por consiguiente, 

lim A|f=0. 

Aa>-*0 

Del misrno modo se puede demostrar que cualquier función 
elemental fimdamental es continua en cada punto en el que la fun- 
ción esté definida. 

Demostremos el slguiente teorema. 

Tcorema 1. Siendo las funciones /, (x) y / 2 ( x) continuas en el 
punto x 0l su suma q> (x) = /, (z) 4- / 2 (z), también serd función con- 
tinua en el mismo punto x a . 

Demostración. Siendo continuas f¡ (x) y /- (z), de acuerdo con 
la igualdad (2'), podemos escribir: 

lím /,(*)=»/,(*»), 

*-*o 

lím /-(*) = / 2 (x 0 ). 

*-*o 

Según el teorema 1 sobre límites, tenemos: 

lím !)>(*)= Iím[/, (x) +/,(*)]= lím /,(*)+• lim /,(*)= . 

x -* x 0 * -* *o * *0 x — x 0 

= /iW + /i(*o) =tp (lo). es decir, 
la suma tj> (a:) = /j (x) + /2 (a) es una función continua, como se 
trataba do demostrar. 

Como corolario, observemos que el teorema citado es válido 
para cualquier número de sumandog. 
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Basándose en las propiedades de los límites, se puede demostrar 
también los teoremas siguientes: 

a) E1 producto de dos fnnciones continuas es una función con- 
tinua. 

b) E1 cociento de dos funciones continuas es una función conti- 
nua, si el denominador no se reduce a cero en el punto considerado 

c) Si u = tf (x) es una función continua para i = i, j s¡ / (u) 

también es continua en el punto (xo), la función compúesta 

/ (<¡p (ar)l será continua en eí punto x¡¡, 

Basándose en estos teoremas se puede formular el siguiente teo- 
rema. 

Teorema 2. Cualquier función elemental es continua en cada punto 
en el cual la función estd definida. 

Observación. Dado que en la igualdad (2') 
lim = 

x-x„ 


x„= lím x, 

podemos escribirla así: 

lím /(*)=/( llm *), (3) 

x ~* x 0 x -* Xf¡f 

es decir, que para liallar el lhnite de la función continua cnando 
x-^-xo, basta sustituir el argumcnto x por su valor x Q en la expre- 
sión de la función. 


Ejeznplo 3. La función es continua en cualquicr punto x Q , y uor 

tonto: K 

lím x* = a:$, 


lím = 
x-+3 

Ejcmplo 4. La función p = senx es continua on cualquier punto, de domle 

lím senx=sen 

» 4 2 

. *-* T 


Ejemplo 5. La función p— 1 «* es continua en cualquier nunto y por 
tanto: lím r*= 
x-»« 

Ejemplo 6. 

li m ifLÍiÍ£) = Hm — ln (l-fx)-BÍím ln [(1+*)*J. 
x -»0 x x-*0 * x-*o ' 

t 

Ya que lím (l+x)*^* y la función In s escontinua para r>0 y, por lo tanto, 
x-*o 
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pnra *=«, sc tieno 

JL _L 

lím ln [(1 4* *) x 1 — ln | (1 + *) *=!• 

x-o x -o 

Deflnición 2. Se dice quo la función y == f (x) es continua sobre 
el intervalo dado (a, ó), donde a <C b, sierapre que ésta sea continua 
en cada uno de sus puntos. 

Si la función está definida también on el punto x =» a siendo 
lím / (x) = / (a) t se dice que en el punto x = a la función / (x) es 

x-*a f 0 

continua por la derecha. Siendo lím / (x) — f ( b ), se dice que en el 

x-*b—0 

punto x — b la función / (x) es continua por la izquierda. 

Si la función / (x) es continua en cada punto del intcrvalo (a, ó), 
y lo es al mismo tiempo en los extromos de óste (por la derccha y por 
la izquierda, respectivamente) se dice que ia firación / (x) es conttnua 
en el interualo o segmento cerrado Ia, 6]. 

Ejemplo 7. La funcióu jr-'x e os continue en cualquier scgmento fa, 5J, 
como sa uoduce del ejem plo i. 

Si en algún punto x = Xq para la función y — / (x) no se cumple 
por lo menoa una do las condiciones de continuidad, es decir, si 
para x ~ x 0 la función no estó definida o no existe el límite lfm / (x) 

, x-»x 0 

o bien lím / (xq) / (x 0 ) cuando xx 0 de una manera arbitra- 

X-+X, 

ria, a pesar de que existen las expresiones a la derecha y a la izquier- 
da, entonces la función y = / (x) es discontinua , cuando x = x 0 . 
E1 punto x — x 0 sc denomina, en este caso, punto de discontinuidad 
de la fünción. 

Ejemplo 8. La íuncióa = —• es discontinua cuando x = 0. En aiecto, 
cuando x = 0, la función no estó definida: 

lím —— +oo; lim —=»—oo. 

x-*0+0 x x-*0—0 * 


Es fácil demostrar que osta funclón es continua para cu&lquier valor 
do x 0. 

1 

Ejemplo 9. La función y c=2* es discontinua on x = 0. En eíecto, 
líux 2*= oo, lím 2* = 0. La función no estd definida on x = 0 (fig. 49). 

x-«0f-0 x-» 0-0 


Atgungs propiedadet de las funcionet continuas 
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Ejcmpio 10. ExaiDÍDemos la íuoción /(x) = 
para x>0, — 1» P°r consiguiente, 


W 8i * <0, W’ 


Um / (x) * Um 

o x—*0— o 


- —1; Hm /(*)= Um 

x - 0+0 *-* 0+0 1*1 


1; 


cuando x = 0, ia funcíón no está definida. De esta manera hemos establecido 
que la función /(■ r )‘ =- j - “y os discontinua en z<=0 (fig. 50). 



y 

i 



V 


y-t(x) -i 
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Ejcmplo 11. La función j/ = sen~- exarainada en el ejemplo 4, § 3, os 
•Uscontínua en x = 0. 

Definición 3. Supongamos que la función f ( x ) tienc ios limites 
finitos: lím / (x) — / (x 0 + 0) y lím / (x) — f (x 0 — 0), que son 
x-***4-0 _ o 

desiguales, es decir: Hm f (x) ^ iím / (z), o el valor de la función 

»-*X*-rO x-*x„— 0 

j (x) no está definido. cuando z ~ x 0 . En este caso, el punto z = z 0 
se dcnomina punto de discuntinuidad de primer género. (Para la fun- 
ción examinada en el ejemplo 10, el punto x = 0, es un punto de 
discontinuidad de primer género). 

§ 10. ALGUNAS PROPIEDADES 
DE LAS FUNCIONES CONTINUAS 

En este párrafo cxaminaremos algunas propiedades de )as fun- 
ciones continuas sobre un segmento. Estas propiedades las presen- 
taremos como teoremas cuya demostración no se da en esto libro. 

Teoreroa 1. Si la función y = f (x) es continua sobre cierto segmen- 
to la, ój (a <[ x b ), siempre se encontrará en este segmento por to 
menos un punto x = x% tal que el valor de la función en dicho punto 
satisfaga la correlación 


t (*i) >/(*)* 



60 


Hmite. Continuidad de la función 


en la que x es cualquier otro punto del segmento, y se encontrará tam- 
blén por lo menos un punto x¡ tal que el valor de la lunctón en el mísmo 
satisfaga la relación 

E1 valor de la función / (x¡) se Uama valor máximo de la íunción 
y — f (x) en el segmento [a, fcl y el de la función f (ij) se denomina 
valor mítumo de la función en el mismo segmento [o, 61. 



Este teorema se enuncia brevemente así: la funclón continua sobre 
el segmento a < x ^ i alcanza, una vez por ló menos, su valor máximo 
M y su valor minimo m. 

La interpretación gcométrica dc este teorema sc representa en 
la fig. 51. 

Observación. E1 teorema onunciado puede no ser cierto, debido 
a que entre los valores de la función mencionada pueden no existir 
los valores máxjmo y mínimo en el intervalo o < x < b. Si, por 
ejemplo, examinamos la función y = x en cl intervalo 0 < r < 1 
no hallamos entre sus valores el máximo, ni el mímimo. En realidad 
esto debe ser así, pues no existo el punto extremo izquierdo, ya 
que si temamos cualquier punto z* habrá siempre otro punto, por 

ejemplo y , más a la izquierda que x*. Por la misma razón no existe 

el punto extremo derecbo y, por tanto, no puede haber valor máximo 
ni mínimo de la función y = x. 

Teorema 2. Si la función y = / (x) es continua en el segmento 
lo, b,], tomando en los extremcs de éste valores de signos contrarios, 
entre ios punto^a y b se hallarA por lo menos un punto x = e, en el 
que la función se reduce a cero: 

f(c) — 0, a < e < 6. 

Este teorema tiene una senciUa interpretación geométrica. 
La gráfica de la función continua y = / (z), que- une los puntos 
M¡ [a, / (a)l y M, [&, / (6)], donde / (a) < 0 y / ( b) > 0 (o / (a) > 0 
y / (b) < 0), corta el eje Ox por lo menos en un punto (flg. 52). 


_ Atgunas propledadtt de las funciones eoníinuas _ 51 

Ejemplo. Hea 1» función v .«• * s — 2 S« tiene: — — 1. y x ~>2 - *• 

Esta función es continua en el segmento [1.2J. Por tanto, en éste eiiste un 
punto donde y = í 3 — 2 so reduce a cero. En efccto, y = 0 cuando x = 
(Hg. 53). 
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Tcorema 3. Sea y •= / (x) una funcíón definida y continua sobre 
el segmento [a, 6]. Si en los extremos del segmento dado la función 
toma valores diferentes f (o) — A, f (b) = B, siempre se encontrará 
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un punto x — c, comprendido entre ay b, tal que f (c) = jt, cualquiera 
que sea el número u comprendido entre los valores A y B. 

Esto teoroma se interpreta claramente en la fig. 54. En ei caso 
dado, cualquier recta y — p, cortará la gráfica de la función y = / (*). 

Observación. E! teorema 2 es un caso particular del teorema 3, 
ya que, teniendo A y B signos contrarios, podemos tomar ei número 0 
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corao valor de p, y entonces fi =■ 0 resultará coniprendido entro los 
núineros A y B. 

Corolario del teorema 3. Slla función y => / (x) es continua sobre 
eierto intervalo , tomando los valores máximo y mínimo , se puede deducir 
que en el intervalo enunciado la función toma , por Lo menos una vez f 
cualquier valor comprendido enlre sus valores extremos. 

En efecto, supongamos que / (jtj) = f (z z ) == m. Según el 
teorema 3, en el segmento \x it Xj\ la función y — f (z) toma cual- 
quier valor p, comprendido entre M y m. Pero el segmento [x x> x 2 l 
se encuentra dentro del intervalo considerado, en el cual está defi- 
nida la función / (x) (fig. 55). 


II. COMPARACION DE LAS MAGNITDDES 
INFINITESIMALES 


Supongamos que uoas cuantas magnitudes infinitamente peque- 
ñas (infinitesimales) a, 0, v, . . . son funciones de un mismo argu- 
mento z, y tienden a cero cuando x tiende al límite a o al infinito. 
Analicemos la tendencia de estas variables a cero, considerando la 
razón de las mismas.* 

En adelante usaremos las siguientes definiciones. 


Dcfinicióui.Sí larazón— tiene un llmite finito y distinto de 
ct 

cero, cs decir, que lím -§- = A 0 y, por tanto, lím ~ — -r-9^0, 
a p a 

se dicc quo las infinitesimaies a y p son del mlsmo orden. 

Ejcmplo 1. Supóngase quc a =* P = sen 2x, donde * -*■ 0. Las infi- 
niteslmales a y 0 son dcl mismo orden, ya quc 


,, 8 sen 2x 

lím ——lim-= 2. 

x -*0 ® i -*0 * 


EJemplo 2. Cuando x -*■ 0, laa ínfinitesimales x, seü 3x, tg 2x, 7 In (i -f- x) 
son todas del miamo ordcn. La domostración es análoga a la del ejemplo t. 

Definición 2. Si la razón de dos infinitesimales ticnde a cero, 
a 

es decir, si Hm¿*=0 (y Hm-í- = oo), entonces la infinitesimal p 
P P 

se denomina infinitesimal del orden superior que a; reciprocamen - 
te, a será una infinitesimal de orden inferior que p. 


*) Partimoe de que la mfinitesimal quc sirve do donominador no se 
rcduce n coro on alguna vccindad del punto a. 



Comparación de lat magnltudts infinitesimales _ 63 


Ejemplo 3. Supongamos que o — x, p « i", n > 1, x -+■ 0. La inifiiiila- 
simal p es de orden supcrior que la ci, puesto que 

lím =lím x n ~‘ =-0. 

x-*0 * x—o 


Recfprocamente la iníinitesimal a es do ordcn iníerior quc la p. 
Definición 3. Se dice que P es magnitud infinílamente pequena 
de ordenk respecto a a, si /3 y a* son infínitesimales del mismo orden, 

es decir, si lím = A 0. 
a" 

. EJ*‘ n Pl° Si <% t= x, 0 = x*. cunndo x 0, la infinitesimal 0 C9 una 
infinitesirnal de tercer orden respecto a la infinítesimal a, puesto que: 


lira -i. 
x~>o « s 


- líui 


o(íP 


Definicióu 4. Si la razón de dos infinitesimales ¿tiendc a la 

cc 

a 

unidad, es decir, si lím — = 1, estas infinitesimales se denominan 
oquivalentes: y se escriben asi: a ~ p. 

Rjemplo 5. Supongemos quo tz = z y p = sen x, dondo z — 0. t.aa infi- 
nitesimales a y p son equivalentes, puesto quc 


IteSf.i. 

* 

Ejcmplo 6. Supongamo?» que a = x, |l « In (1 + x), donde z -+■ 0. Las- 
innnHesimaIc8 a y P son equívalentes, ya que 

itolaíiití.! 

x-*0 * 

(véase ejemplo 6, $ 9). 

Teorema 1. Si a y p son infinitesimales equivalentes, su diferen - 
ela a — p es una infinitesimal de orden superior que las a y 0. 
Demostración. En efecto, 

Hm g • — = lím (l — —) = 1 — Hm — = 1—1=0, 
a \ a / a 

Teorema 2. (Recíproco del anterior). Si la diferencia de dos infi - 
nitesimales a — 0 es una infinitesimal de orden superior que las 
ol y p, éstas son infinitesimales equivalentes. 
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Dcmostraoióo. Supongamos que lim—= 0, entonces: 

lim (1 —-6-) = 0, o sea, i — lím — = 0, o bien, 1 = líra — , es 
\ a / a a 

decir, a « p. 

Si lim £ ^ -- es 0, se tiene lím (-—• — 1^=0, o bien lím = 1, 
es decir, a « p. 

Ejemplo 7. Sapongamos quo a = x y |J = x-j-x 3 t donde x -*■ 0. 

Las inlinitesimales a y (S son equivalontes, ya que su diferoncla fl — a = 
= x 3 es uua infinitesimal de orden suporlor quc a y p. En efecto, 

Um P~ g =lim — = lím &—0, 

s-»D a x-*C * *-»0 

lim % ¿ ^Um ¿ =0. 

P *-»0 *-*o !+*■ 

Ejemplo 8 . Cuando z-*-oo, las Infinitesimalcs «= aon 

equivalcntes, puesto que su diferencia a —P = —^-=-^ 5 - 03 una 

nitcsimal de orden superior que a y (J. El límite de la rozón a respecto 
a p cs 1 : 

lím-E-= Um -y - = lim £±!~ Um =1. 

a X-tflO i x-»oo * *-»oo \ * * 


Observación. Si la razón — dedosiníiQÍtesimalesno tiene líraite 
a 

y no tiendo al infinito, entonces p y a no son comparables en el 
sentido mencionado anterioTmente. 

Ejcmplo 9. Supongamos que a=±x, P=xsen-^-, donde x—^0. Las iafi- 

nitc&imales a y P no son comparables, dado que su razón -£*=sen -j no 
tiende a ningún límite finito, ni infinito, cuando x—>-0, (véase ejemplo 41 3). 

EJercicios para el capítulo II 
Calcular los Umites síguientes: 

1. Um . Respuesía : 4. 2. lfm (2 senx —cosx-J-colgxl. Rcspucs- 

*-*i *■+! *_ 

i 

ta : 2. 3. lfm X — “L r . Respuesla'. 0. 4. lím (2—~+*4"l • Respuesta: 2. 
x-+2 V2+5 V x x* ) 



Ejerciciot para el capítulo 11 


r>5 


5. llm — ^ • Hespueita: 4 -. 6. lfm ^ . fletpuesta : I. 

, ». Rts- 

n-»o> nS ¿ n-»oo 

1 


íodicaciones. Exprcsemo? la íórmula </e-f l) 5 —3A.-3+3AS-1 para 
A<=0, i, 2, n. 

l*=al; 

28 — 1 ^ 3 . 1 * 4 . 3 .1 + 1; 

3*—2»*3.2*+32-f 1; 


(n-f 1)*—n*=»3n*-f 3»-f 1. 

Snmando miombro a miembro, se obtiene: 

( n + 1)*“3 (l*4-2*-f. .. 4’ n *)-f 3(l"f 2-r • •• 4* n )*f ( n_ f i)* 


de dondc 


(« +1)» - 3 (1« + 2» + ... + n») + 3 -- f -f * ■ > ■ + (» +1), 
i»+2»+...+ n »^ ,,f ' 1+1) . f2 : t < >. 


lím y - ■ Respuesta: oo. 10. l(m St 1 . Hespuesta: 0. 

Rcspuctta: 4. 


11. Hni 2 *v> j~ Z ■ Retpueata : -i 12. limÍ- 

x-*0 3x» -f¿z 2 x—2 * — 2 

13. lím — - j- . Respuesta : 3. 14. lím - v • Reapueata : 4" • 

1S ' ■ eaapueaat 1. 16. KÍ±M±|í . fíespue.ta: -f . 

17. I£m U V/** — • Respueata: 0. 18. líin ^ v*~ ** • Respueata : 3x*. 

u -*-2 («*-f¿)(u—3) a -,0 n 

19. Hra ["————j——1 • Respuesta: —1. 20. lim --4* Respuesta: n 

L l —* 1 —*J *-*l *—1 

(n cs un número entero positivo). 21. lím . Respuesta: -i-. 

x-*0 * 2 

22. lftn V^-HtÍL . Respuesta: — V — . 23. Hm . V - * — . 7?«. 

*-*t V*— 2— V2 3 x-*o 1/**+^—? 

puesta: — . 24. lím —-. Reapueata: -*• . 25. lfm — * 0 . Hctpucsía: 

P x-*l Vx-1 3 x^a <* 

j££. 26. n m V 1 + l+^ - - ll. Reepuesta-.L.ZI. lim YEt}. . . n.. p „„. 
mn x-*0 * 2 *—f.» l?^fT 

/a: 1. 28. lím . Respuetta: 1 cuando x-*--f oo, —1 cuando x-+—co. 

x-+oo x ~v * 


"> 51 * 
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Límtte. Continutdad de la funelón 


29. iím (V* a + 1 — ’V' r * s —l)- Retpuestai 0. 30. llm —*)• 

X-*00 X^OO 

Duetta: i- cuando x —>-4-oo, —oo cuando x —co. 31. Um . Res- 

r 2 *-*0 tgx 

, son 1 -í- . 

flún j.-r 

puesta: 1. 32. lím-. Respueata: 4. 33. lím-;—. Respuesta: . 

x-»0 z x—0 xx a 

34. lím — ■■ * - i?¿jpue*fa: ——•. 35. límxcotgx. /7ejpuj</a: 1. 

y 1 — co3 x y* 

36. lím 1 — 2 cos p Reepuesta: V^. 37. llm (1 — z) tg ¿Íeípueifo: — . 

„„ ,, 2arcsenx „ 2 w _ s®n(a-fx)—sea(a—x) „ 

38. lím-x-. Reapuesta: . 39. lím ----*-. ¿?e«- 

x-*0 ¿ * x ** x-*0 x 

puesta: 2cosat. 40. llm * . Respuesta: ~ . 41. lím (l-f—¿iee- 

X-*0 ** * X-+oo \ X / 

puesto: e*. 42. lím (l — — )*. Respuesta : . 43. l£m ( . ^ /íejpuee- 

x—*oo V x / ' x-*oo \ 1*T* / 

/a: —. 44. lím (l-f—• Respuesta: e. 45. lím {n(ln(n-fl) — lnrt]). 
e n—oo V n / n-*« 

Respueata: 1. 46. lím (1-f cos x) 3eox . fíespuesta: 47. lim iüllÍfífl. 

n *-»0 z 

X_ * 2 

Rexpuesta: a. 48. lim (■s-Ít‘)* +1 * ^ et P ueata - e • 49 * (14 3 tg* *) c<>t * ,x . 

x-*«o \¿x-t»i / x-*0 

Respuesta: e*. 50. lím (co9— Y*. Reapuesta: 1. 51. llm ÍHÜ-lLí-i-. 

rn-*oo V m ! a-*oo ° 

Reapuesta: 1 cuando a->--foo, 0 cuando a-v—co. 52. llm . 

x-*0 son px 

¿?eepueeía: -5-. 53. lím ° ”* .(a>l). Respuesta : -f-oo cuando x-*--fco, 
P x-*oo x 

J. ax p* 

0 cuando x->—oo. 54. lím /i[a" —1). Respuesta: lna. 55. lím ---—. 

«-*» • x-*0 x 

flwpUMí»; a-p. 56. lim ■ -• *■ 

x-*0 8enax—senpr 

Determinar los puntos de discontinuidad de las (unciones: 

57. — r^ rr Va — tt* Respueata: Discontinuidad para i»-2; —1; 0; 

xíx-fl) (x*—4) 

1 2 2 
2. 58. y =3 tg — . Respuesta: Disconti nuidad para J=0ye = ± — ; áz ; ... 


(2n-f-l)n r ’ * * 


Eferclctos para. el capltulo 11 
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59. Hallar los puntos de discontinuidad do la función p= 1+2* y cona- 

truir la gráfica de eata función. fíespuesta: Discontinuidad para x&Q (y -»-+oo 
cuando *-*-0+0, y ->-1 cuando *—►0—0). _ 

60. Entre laa infi niteaimalcs (cuando «-►0) siguientos: x a , V*(!““*)« 
3011 3x, 2x cos x f tg 3 x, xe **, olijanse las infinitesimalea del mi&mo orden 
que la infinitesimal x, así como las de orden superior e inferior a x. Rss- 
puesta: Las infiniteai males doi misrao ordcn son: sen 3x y xe ax , las de orden 
superior x % y 2* cos l?' ta* z y la infinitesimal de orden inferior e9 ~Yx (1—*). 

61. Entre las infinitestmales iodicadas (cuando x-+-0) hallar ias infinitesi- 

males que son equivalentes a la infinitcsimal x: 2 scqx, ^-tg2x, x— 3x>, 
V2x t +* í » lo(l+x). x 8 + 3x«. Respuesta: -^-tg2x, *—3x*. ln(l + x). 

62. Demostrar quo, cuando x—►!, las infinitesimales 1— * y 1 — «m dol 

mismo ordcn. ¿Serán cquivalentes? Respuesta : lím —=»3, por confli- 

*-»t 1 —yx 

guionto, las infinitesimales son de un mismo orden, pero no sou cquivalentee. 


6» 




C A P I T U L 0 III 


DERIVADA Y DIFERENCIAL 


i 1. VELOCIUAD DEL MOVIMIENTO 


Examfnemos el movimiento rectilineo dé un cuerpo éólido, 
por ejemplo, ol do una piedra lanzada verticaimente hacia arriba 
o el de un pistón en el cilindro de un motor, 

Haciondo abstracción do Ias dimensiones y configuración con- 
cretas del cuerpo, imaginémoslo en adelante como un punto móvil M. 
La distancia s del punto móvil, que se midc a partir de cierta posi- 
ción inicial dependerá del tiempo í, es decir, sserá función de t: 

* = / ( 0 - ( 1 ) 

Supongamos que en un instante dado* í, el punto móvil M se 
oncuentre a la distancia s de la posición inicial M<¡ y unos instan- 
tes después, t 4 Aí, se encontrará en la posición M ,, a la distancia 
s 4 As de ia posición inicial (fig. 56). Por consiguiente, durante 
el intervalo de tiempo A t el espacio recorrido s ha cambiado en una 
magnitud As. Se dice que, en este caso, en el intervalo de tiempo 
A t la magnitud s adquirió el incremento As. 

Consideromos la razón . Esta representa la velocidad media 
del punto durante el tiempo A t: 


t>m 


As 

At 


( 2 ) 


Sin ombargo, la velocidad media no puede caracterlzar, en todos 
los casos, con la debida precisión, ia rapidez del desplazamiento 
del punto M en el momento t. Así, por ejemplo, si el cuerpo al co- 
mienzo del intervalo Atse degplaza con rapidez, mientras que al final 
de óste lo hace lentamente, la velocidad medla no podrá reflejar 
estag peculiaridades del movimiento del punto y daraos una idea 
correcta de la velocidad real de su movimiento en el instante t. 


•) Aqui, y en adelante, ei valor concreto do üna variable lo deaignaremoa 
con la misma letra que empleamoe para la propia variable. 



Velócidad áel mavlmicnto 


Para expresar la velocldad real cod mayor precisión, sirviéndose de 
la velocidad media, es necesario tomar un íntervalo de tiempo A t 
menor. El límite hacia ei cual tiende la velocidad media, cu&ndo 
A< -> 0, caracteriza de la manera más completa la velocidad del 
punto en el instante I. Este límite se Ilama vehcidad del movimiento 
en el instante dado : 


As 

lím — • 
i-*oA t 


Asi, pues, la velocidad del movimiento en el ínstante dado se llama 
límite de la razón del incremento del espacio recorrido Aa al incre- 
mento de tiempo A(, cuando óste último incremento ■ 
tiende a cero. 


Desarrollemos la igualdad (3). 

Como 

As “ i (< + A() — / (t) 

obtenemos 

lim 1Í1±.A*)-/W 
At -e 0 A( 


(3‘) 



f 


que será la velocidad del movimiento no uniforme. De Ftg. 56 
este moda vemos que el concepto de velocidad del mo- 
vimicuto no uniforme está estrechamente unido al de límite. Sólo 
a través del concepto de límite se puede determinar la velocidad 
del movimiento no uniforme. 

De la fórmula (3') se deduce que v no depende del incremento de 
ticmpo A(, sino del valor ( y del carácter de )a función / (t). 


Ejemplo- Hallar ia velocidad del movímiento uniformomento acelorado 
en un instanto arbitrario t y on ol t = 2 seg, si el espacio rocorrido eu función 
del ticmpo ae expresa por la fórmula síguiente: 



Solución. En el instante t sa tione: •—^ft*, y en el Inatante t + Ai 
tendremos: 

‘+4>={l(l+ 40*—g- f (í' + 2(Aí + ól>), 

Calculemos ahora Aa: Ar = ± g (< 1 + 2íA(-f-A<*)—= flAf + -i-*Aí* y ten- 
dremos la raión ~r : 

glAt+-i-gAI» 

-At-= *‘+-2*ói. 


As 

At 
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Derivada t/ dlfercnclal 


Según 1« defiüicióü do volocidod lenomoa; 

»- M® -J7 “ ltm (** + 4- =*(. 

M-+Q A* Aí_o V 2 / 

AsS puw, la velocidad en un inatante / cualguiera ea v = gt. Cuando 
1=2 tenemos (i/)< = , = g-2 = 9,8*2 = í9,6 mfaeg. 

ft 2. DBFINICION DE LA DBHIVADA 

Sea 

»= / (*), u) 

uoa función definida en cierto intervalo. A cada valor del argu- 
mento x cn este intervalo corresponde un valor determinado de la 
función y — f (z). 

Admitamos que el argumento x tome un incremento Ax, (posi- 
tivo o negativo, no importa). Entonces, la función y tomará cierto 
incremento A y. De este modo: 

al valor del argumento x le corresponde y — f (i), 
al vaior del argumento x + Aí le corresponde y + Ag = 
= / (x + Az). Calculemos ei incremento de la funcíón Ay: 

Ay = / (* + Ax) — / (z). (2) 

Veamoa la razón del incremento de la función al del argumento: 
Ay _ /(i+ Ai) — f(x) 

Az Az 

Haliemos el límite de esta razón, cuando Az -*• 0. Si existe 
este límite se llama derivada de la función dada / (z) y se designa 
por f' (z). Según la defioíción tenomos: 

T(z)= lím ^í, 

Ax — 0 Aj* 


0 


see. 


rtx) 


lím /(»+ Az) —/(z) _ 
— 0 ÁX 


( 4 ) 


Por consiguiente, se llama derivada de la función dada y — f (z), 
respecto al argumento z, el límite de la razón del incremento de 
esta función Ai/ al incremento del argumento Az, cuando éste 
tiende a cero de manera arbitraria. 

Observemos que en el caso general, a cada valor de z le corres- 
ponde un valor determinado de la derivada /' (z), es decir, la deri- 
vada es también función de x. 



Definiclón dc la derivadú 
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SimuHáneamente con la notación f' ( x) para la derivada 
emplean también, otras designaciones. Por ejemplo: 


y, 


V " dx 


E1 valor concreto de la derivada, para x = a, se designa por 

r <«) o p'u-o' 

La operación que tione por objeto hallar la derívada de la fun- 
ción / (*), se llama derivación de csta función (se uaa tambión el 
termino tdlferenciación »). 


Ejemplo 1. Dada la función y = **. Hallar su derivada y 1 : 

1) en un punto cualquiera *, 

2) para x = 3. 

Solución. 1) Cuando ol valor del argumento ea igual a x, y = x*. Cuando 
el vaior del argumeoto es igual a x + Ax, y + Ay — (x + Ax)*. 

Hallemos oí incremento de la función 

Ax)* —X*»2 xAx + (Ax)*. 

Formomoa la razón : 

Az 

Ax Ax 

Pnsando al límite, encontraremos la derívada de !a función: 

y' = líin ■=• lím (2x+Ax) = 2x. 

&x-*o a* a*-*o 


Así, pucs, la dorivada do la función y=>x % en un punto cualquiora so 
expresará por: 

y'=2x. 

2) Para x = 3 obtendremos: 

v'1*.o«2-3=«6. 

Ejemplo 2. 

• hallar y’. 

Solución. Como en ol ejemplo anterior, tendremos 

1 1 x—x—Ax Ax 

Ay ~x + A* x * C * x(x+Ax) ** x(x+Ax) : 

A y _ 1 . 

Ax ' x (x + Ax) ’ 

lim = llm r-——1 

1»D«> l»DL 
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Derlvada y dífercncial 


Observación. En el párrafo antcrior sc cstablcció que, si el 
eapacio 8 recorrido por ol punto móvil, en función dei tiempo t, 
viene dado por la fórmuia - 

s - f (0, 

entonces la velocidad u en el instante t se expresará por la fórmula: 


i' ^ 

v = hra — = 
ai *•» o Af 


lím 
ai -* o 


/(< + M)-nt) 

Af 


Por tanto. 


v = s\z=f (t), 

es dccir, la velocidad es igual a la derivada* del espacio rcspccto 
al tiempo t. 


§ 3. INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA 


Hemos Ilcgado al concepto de derivada, cxaminando la veloci- 
dad del movimiento de un cuerpo (punto), es decir, partiendo de 



Ftg. 57 



Ftg. 58 


razonamientos puramente mecánicos. Ahora daremos a la derivada 
otra interpretación, la geométrica , también muy importante. 

Para ello es necesario, ante todo, definir la tangente a una curva 
en un punto dado. 

Sea una curva y un punto fijo M 0 en ella. Tomemos en la curva 
otro punto y tracemos una secante M 0 M t (fig. 57). Si ei punto 
M j se aproxima iiimitadamente al punto M 0t desplazándoso por 
la curva,. la secaute M 0 M X ocupará las diversas posiciones M 0 M \, 
M 0 M\, etc. Si, con la aproxíraación ilimitada del pupto M\ por la 
curva al punto M 0 (independientemente del lado por el que se 
aproxima), la secante tiende a ocupar la posición de una recta deter- 

*) Cuando docimos «dorivada respocto ano «derivada respecto al tiempo I», 
etc., tanemos en cuenta que, al nallar la derivada, la variable x o ol 
tiempo t , etc., se consideran como argumentos. 


Interpretaclón geomitrica de la derivQda 
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mínada M 0 T , esta última se Uama tangente a la curva en el pun- 
to Mo (°J concepto «tiende a ocupar» se precisará más adelante). 
Examinemos la funcíón / (x) y la curva correspondiente, 

V = f (*). 

en el sistema de coordenadas rectaugulares (iig. 58). A cierto valor 
do x le corresponde un valor de la función y — / (i). A los vaiores 
dados de x e y les corresponde en la curva eí punto M 0 (x, y). Demos 
al argumento x un incremento Ar. A1 nuevo valor del argumento 
x + &x le corresponde un valor «incrementado» de la función 
y + \y = / (x + Ar). A este último lo corresponde en la curva cl 
punto M, (x + Ax, y + Ay). Tracemos la secante M„M, y desig- 
nemos por <p el ángulo formado por la secante y la dirección positi- 

va del eje Ox. Formemos la razón — . De la figura 58 se deduco que: 



( 1 ) 


Cuaudo Ax tiende a cero, el punto M, se desplazará a lo largo 
de la curva, aprpximándose al punto M„. La secanto M 0 M, girará 
alrededor del punto M 0 y eL ángulo <p variará, al variar Ax. Si, 
para Ax -*■ 0, el ángulo q> tiende a cierto 
Ifmite a, la recta que pasa por el punto M 0 
y que forma con la dirección positiva del eje 
de abscisas el ángulo a, será precisamente la 
tangente que se busca. Sin dificultad hallare- 
mos el coeficiente angular de esta tangente: 

tga— lím tgq:= lím ~ — f (x). 
a* -» o ai-*»áz 


Por tanto, 


/' (x) =■ tga, 


( 2 ) 



es decir, el valor de la derivada f (x) correapondiente al valor dado 
del argumento x, será igual a la tangente del ángulo /ormado por la 
dirección posltiva del e)e Ox y la tangente a la curua de la función 
/ (x) en eí punto correspondiente M a (x, y). 

Ejemplo. Hallnr !as tangontes do los ángulos de inclinación de la iíneo 
tangente a la curva u =x' ea los püntos 


M ‘ M z(-L 

Solución. En virtud del ejemplo l § 2, so tione: y'm*2x; entonces: 


tgo, = p'| , — l: tgaj^ií'L».,*.—2. 
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Derivada y dtferenclal 


$ 4. DERIVACION DE LAS FUNCIONES 
Dcfinicióu. Si la fuucióu 

y = / (*) 

tiene derivada en el punto x = x 0 , es decir, si existe 

lim ^=lim 
áx~*o Ax &x-*o Ax 

se dice que para el valor dado x = xo la función ea áerivable o, lo 
que es lo mÍBmo, tiene dcrivada. 

Si la función es derlvable en coda punto de un cierto segmen- 
to |a, 6| o intervalo (a, 6), se dice que la función es derwable sobre 
el segmento la, fcl o, respectivamente, en el Intervalo (a, b). 

Teorema. Si la función y — / (*) es derivable en un punto x — ar 0 , 
será continua en este punto. 

En efecto, si 

lim ^ = f(x.), 

A -* 0 t\X 

se tiene: 

^-fW + T. 

donde y es una magnitud que tiende a cero, cuando Ax 0. Pero 
en este caso 

= f («o) ^ 4* YAx; 

de dondese deduce que cuando Ax—► 0, lo que quiere decir 

que la función / (z) es continua en el punto x 0 (véase § 9 del capí- 
tulo II). 

De este modo, en los puntos de díscontinuldud la función no puede 
tener derivada. La recíproca no es cierta, es decir, que de la continui- 
dad de la función y «= / (x) en cierto punto x = x 0 no se deduco que 
en este punto la función es necesariamente derivable: la función / (x) 
puede no tener derivada en el punto x 0 . Veamos algunos ejomplos. 

EJempIo i. La función / (*) cstá dcfinida en el segmento (0, 2| de la manera 
aiguiente (fig. 60): 

/ (x) = z, cuando 
/(*) —2x—1, cuondo 1<*<2. 

Esta función no tiene derivada en * = 1, aunque es continua eo 
vsle punto. 


(1) 

(2) 
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En eíecto, cuando Ax>0, so tiene: 

it. /(«+*.)-/(»> _ Um Um w* =2 . 

Ax-»0 Ax Ax-»0 Ax Ax-*0 ^X 

cuando Ax < 0, obtenemos: 

ii> /(«+y-/w, „ m j«-+.«-i-i._ Hm a._,. 

Ax-*0 Ax-*0 “ x áx-*0 Ax 


Es decir que csto límito dopondo del signo de Ax, io quo significa, a su voz, 
que en el punto x — 1 la funcióu no tiene derivada*. Geométricamente, esto 



Fig. 60 



significa que en el punto x = 1 la «curva» dada no tieno tangonte dotermipada. 
La continuidaa de la función en el punto x — 1 ae deduce de lo aiguionte: 

Ay—Ax, cuando Ax<0, 

Ay = 2Ax, cuando Ax>0. 


Por tanto, on arobos cosos A y 0, cuando Ax 0. 

Eicxnplo 2. La función K¡=fi. cuya gráficase muestra en la fig. 61, eató 
definida y ea continua para todos los valores de la variable indoDondiento. 
Veamos. si esta función tlene derivada en ei punto x = 0. Hallemos los valores 
de la función on x = 0 y en x » 0+ A x. Cuando x =■ 0, tonemos y = 0. 
Cuando x = 0 4- Ax, y + Ay $ (Axj. 

Por consiguiente, 

A V = f (Al). 


Hallemos el Umite de la razón dol incremento de la función al del 
argumento: 


klm lím 


vHaI) 


Ax-*0^ X Ax-*0 ^X 


lím +00. 

Ax-*0 fAr 2 


Asi pues, la razón del incremonto de la función al dol argumento tiende al inli- 
nito en el punto x *■ 0, cuando Ax -*■ 0, y, por tanto, no tiene lünlte. Por 
consiguiente, esta función no cs dorivable en el punto x = 0. La tangente 


•) Según la dofinicíón de derivada, es necesario que la razón ^ tienda 

a un mismo iimite, cuando Ax -*■ 0, indepondientemente de la manera en que 
Ax tiende a cero. 
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Dertvada y dlferencial 


a U curva en este punto íorma con el eje de abscisas un ángulo y, es dectr, 
coíncide con el oje Oy. 

§ 5. DEKIVADAS DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES. 
DERIVADA DE LA FUNCION 
SIENDO n ENTERO Y POSITIVO 

Para hallar la derivada de una función dada y — / (x), basán- 
dose en la delinición general de derivada, es necesario: 

1) dar al argumento x un incremento Ax y calcular el valor 
incrementado do la íunción: 

y + by — f (z + Ax); 

2) hallar ei incremento correspondiente de la función: 

&y — f (x + Ax) — / (x); 

3) formar la razón del incremento de la función al del argumento: 

Ay_ /(x+ Ax) — /(x) . 

Ax Ax 

i) calcular el límite de la razón mencionada, cuando Ax-> 0: 

lim —= lím 
4* - 0 Ax 4x — 0 Ax 

Este método general de cálculo de derivadas lo emplearemos para 
obtener las derivadas de algunas funciones elementales. 

Teorema. La derivada de la funcUn y — x" cn la que n es un 
número mtero y positivo, es igual a nz n ' 1 , es decir, 

siendo y— x^, y' —nz n ~ í . (I) 

Demostración, Sea la funcíón 

y — x". 

1) Si x adquiere un íncremento Ax, se tiene: 

y + Ay = (x + Ax) n . 

2) Según el binomio de Newton tenemos: 

Ay = (x + Ax)“ — x" = x" + y x" _l Ax + 

«(n - l)^-, ^ +(Ax)" -*-x" 

1-2 

Ay = nx"~‘ Ax+ - V ^fAx) 2 + ... + (Ax)". 
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3) Hallamos la razón: 

Az 1-2 

4) E1 límite do esta cxpresión será: 

„•= lim 
a* -» o Aa: 


•• +(A4" 


= lím ína n -'+^-^z n - 2 Az + ... + (Ai) n -'l =nxr~'. 

a*-oL 1-2 J 

Por consiguicnte, y' = rtr”" 1 , lo quo se trataba de domostrar. 
Ejempio I. 

y-*», |/' = 5z5-l=5z». 

Ejemplo 2. y = z, p' =s lz 1 " 1 , p' = 1. EI último resultado tione una 
mterpretación goométrico muy scnciila: ia línea tangente a ia recta v « z 
coincide con esta recta, sea cual fuese el valor de z, y, por tanto. forma con 
la dirección positiva del o;o Ox un ángulo cuya tangento os igual a 1. 

Observemos que la fórmula (I) es válida también, cuando n es 
negativo o fraccionario, como comprobaremos en el § 12. 

Ejempio 3. ^V*. 

Represenlemos osta función en forma de potencia 

i 

iz-* 1 . 

Según la fórmula (I) (teniendo en cuonta la observación que acabarnos 
de bacer), obtenemos: 

1 


^-1 


y' = -5-z- 


Ejemplo 4. y = 


v “2 v*‘ 

1 

’*V*‘ 

Reprcsentemos y en forma de funcióu potencial 

2 


Entonces, 




3 

—2* 


-i-v 


3 -j 
= _ T * = 


2* a Vi 
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& 6. DERIVADAS DE LAS FUNCIONES u - acn 
y — cas x 

Teorema 1. La derivada de sen x es coa x % es deeir, 

si y » sen x, y' = cos x. (II) 

Demostración. Demos al argumento x un incremento Ax, enton- 
ces: 

1) y Ay = sen (x + Ax); 

x -+• &x — x x-\- Ai -f* x 

2) Ay = sen (x Ax) — senx = 2 sen---cos---= 

£á ¿ 

„ Ax ( , Ax\ 

= 2sen-cos l zH-I; 

2 V 2 / 

_ Ai ( , Aa\ Ü.X 

2scn—coslí-f — I sen — 

Ay 2 V 2 ) 2 (_ , AícA, 


■(* + f) ! 


4) y'= iím ~= lim —--llm cos 

áx -* o Ax ax — o Aa: a* -*■ o 




pero, puesto que 


lím - 

áx**o Ax 


, # / 

y= lim cosl ar-j-l=cosx. 

*♦ o V 2 / 


Esta igualdad se obtiene, teniendo en cuenta que cos x es una 
función continua: 

Teorema 2. La derivoda de cos x es —sen x, es decir, 

si y — cos x, / = — sen ar. (III) 
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Demostración: Demos al argumento x un incremento Aar. Entonces: 
y + áy = cos(x+ Ax); 


a. / i A \ » x-t-Ar — x x -f- Ax -4- x 

Ay =cos{x+ Ax) — cosx = — 2son— - -sen—- - — i 



2 


= — Hm scníx-f- — 

V 2 / 


y, teniendo en cuenta que sen x es una función coutinua, finalmente 
tenemos: 

y' <= —sen x. 


( 7. DEHIVADAS DE ÜNA MAGNITUD CONSTANTE, 

DEL PRODUCTO DE UNA MAGNITUD CONSTANTE 
POR UNA FUNCION, »E UNA SUMA, PRODUCTO Y COCIENTE 

Teorema 1. La derivada de una constante es igual a cero, es decir, 
si y = C y C = const, se ticne y' = 0. (IV) 

Demostración. y = C es una función de x tal que todos sus 
yalores eon iguaJes a C para cualquier x. 

Por tanto, cualquiera que sea el valor de x, se tiene: 

y = f (x) = C. 

Demos al argumento x un incremento Ax (Ax 0). Gomo la 
función y conserva el valor C para todos los vaiores del argumento, 
se tiene 

y + áy = 1 (x + Ax) = C. 
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Esto quiere decir quo el incremento de Ia función es igual a cero: 
Ay = / (* + A*) — / (*) = 0. 

La razón del incremento de la función al del argumento es 


y, por tanto, 


^ = 0, 

Ax 


. .. Ar/ 

U ----- lim — = 


eg decir, y' = 0. 

Este resultado tieue una soncilla interpretación geométrica. 
La gráfica de la función y = C es una recta paralela al eje Ox. Por 
tanto, la línea tangento a la gráfica coincide con esta recta en cada 
uno de sus puntoa y, como consecuencia, forma con el eje Ox un 
ángulo cuya tangento y' es iguai a cero. 

Teorema 2. E1 factor constante se pucde escribir fuera del signo de 
dcrlvada, es decir, 

si y = Cu(z), donde C = const, entonces y' = Cu'(x). (V) 

Demostración. Razonando como en el teorema anterior, tenemos: 
y = Cu(x), 

y-j- Ay = Cu(*+ Ai), 

Ay = Cu (* -f- Ax) — Cu(x) tz*C[u(x + Ai) — u (*)], 

A y _ r u(x+ Ax) —u(x) 

Az Ax 


, lfm 
Ax - o Ax 


= C lím - 

Ax-*0 


A z 


Ejemplo I. pc*3-~= 


V*' 

s ' ,= 3 (ví) , “ 3 ( i 


t-í-í)' 




es decir, 
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Tcorema 3. La derivada de la suma de un niímero flnito de las 
funciones derivables es igual a la suma de las derivadas de estasfun- 
ciones*). 

Por ejsmplo, en el caso de tres sumandos tenemos: 
y = u (x) + v (x) + w ( x ); y 1 = u' (x) + i/ (x) + u/ ( x). (VI) 

Demostracidn: Para los valores del arguraento x se tiene: 
y = u + v 4* m 

(para abreviar, omitimos x en la designacíón de la función). 

Para el valor del argumento x + Ax tenemos: 

y + Ap ~ (u + A u) + (v + &v) + (w + A w); 
donde A y, Au, Av y A w son incrementos do las funcioues y, u, v y w, 
que corresponden al incrcmento Ax del argumento x. Por con- 
siguiente, 

Ap = Au + Au + Aui, ^C = ^Í + ^ + ^L 
Ax Ax Ax Ax 


ó 


y = 


lím lím éü+ lím ^+ lím — 

&X — 0 Ax áx — 0 &X 4* —‘0 A.Z Ax — 0 Ax 


y’ = u' (x) + v (x ) + uf (x). 


Ejeznplo 2. p = — 


■rz ■ 


ea declr, 


a' =3 (**)'- (i“ ’) ' _3-4rJ- ( -4-) x" * 


p' = 12x*+. 


xfz * 


Teorema 4. La derivada del producto de dos funciones derivables 
es iguai al producto de la derivada de la primera función por la segunda, 
más el producto de la primera función por la derivada de la segunda , es 
decir , $i y ** uv % entonces y' = u'v + ui/. (VII) 

Demostración. De un modo análogo al teorema anterior, obte- 
nemog: 


y = uv y 

y -f- Ay — (u -4- Au) (o -|- Av) , 

Ay = (u+ A u) (v -f- Av) —uv= Auv -f- uAv + Au Av, 

•) La oxpreaíón p = u (x) — v (x) co idéntica a la expresión y .= u (x) -f- 
-f- (—1) v (z) y, por coaaiguiente, 
y' — í« (*) + (—1) v (jt))' ~ u' (x) + {— v (x))' = u' (x) — v' (z). 


0—534 
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Au A u , Aw . . Ai? 

—-= — p+u — 4- Au —. 

Ai At Ax Ax 

y' = lim —= lím —u+ lím u— + lím A 

a*->oA* a* — o Ax 4* —o Ax 4*-*0 Ai 


= ( lím —^u + u lím — + lím Au líin 
\4*->oAa;/ 4* -+ o Ax 4*-»o 4* —o¡Ax 

ya que u y » uo dependon de Ax. 

ADaíicemoa el último término del segundo mlembro 

lím Al/. lím —. 

4* —► 0 4* -* 0 AX 


Puesto que la función u ( x) es derivable, será también continua. 
Por tanto, lím Au = 0. Además 

Ax-*0 



4* -» 0 Ax 


V ^ oo. 


Aaí, el término examinado es igual a cero y en definitiva tenemos: 
y' = u'o + ui/ 

Basándonos en el teorema demostrado se deduce fácilmente ia regla 
para la derivación del producto do cualquier número de funclones. 
Si tenemos, por ejemplo, el producto de tres funciones 
y = uvw, 

entoñces, representando el segundo miembro como producto de 
u y (vw) obtenemos: y' = u' (vw) + u (vw)' = u'vw + u (i/w + 
+ vu/) = u'vw + uv'w + uvw'. De la misma manera se deduce 
una fórmula análoga para ia derivada del producto de cualquier 
número (finito) de funciones. Es decir, si y = u,u J ...u„, tenemos: 
y' = ItjUj . , . U„.iU„ + U,u; . . . Un-iU» + . . . + U,U 2 . . . U„_i«,',. 

Ejemplo 3. S¡ p«=**seni, se tiene: 

y' = (*»)' sen * + ** (sen *) ’ = 2* een *+** oos z. 


Ejemplo 4 . Sip = so tiene: 

»'-(V3 ’ sen x cos x-f V* X Y cos:t_ l" V x sen x (coa x)' = 

r sen x cos x -fV* cos x 003 * + V* 3611 x (—»n x)« 


1 

" 2 ~V~x 


■ —sen x cos x -f Vx (coa 2 x— sen® x) = - 8611 4 - *j/x cos 2 x. 

2yi 4 V X 
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Teorem» 5. La derivada de una jracciin (es decir, del cociente de 
la división de una funelin por otra) es igual a otra fracclón que tiene 
por denominador el cuadrado del denominador de la fracclón dada y por 
numerador, la diferencia entre el producto del denominador por la 
derivada del numerador y el producto del numerador por la derivada del 

denominador, es decir si y «* ^ , se tiene y’ = - ■ (VIII) 

Dcmostraclón. Si Ay, Au y Ai> son los incrementos de las funcio- 
nes y, u, v que corresponden al incremento A x del argumento z 
entonces se tiene: 


y+ hy 


u -f- Au 
v+ Av' 


. u-f Au 
A y— — — 7 - 
v + Av 


u v&u — u &v 
v v (v -f* Av) 


f 


vAu — u Av A u Av 

■ 1 ■ - v — u 

Ay _ Ax _ Ax _ Ax 

Ax v(v-\-Av) v(v-\-Av) 


Au Av 

— v — u — 

, Ay ., Ax Ax 

y — lim ~= hm -- 

ax-*o Ax a* — o v ( 1 ; ■+■ Av) 


lc Au Av 

v Iim- u lím — 

Ax -*■ 0 Ax a * -* 0 Ax 

v lím (v+ Av) 

Ax -*■ 0 


Observando que Av -*■ 0, cuando Ax —*■ 0*), obtenemos: 
u v — uv 


Ejemplo 5. Si y— -, tondremos: 

J r 9 cosx 

, (* 8 )' cosx—x*(cos*)' SxScosx-j-xSsen x 

V “ coa** * 

Observación. Dada una función del tipo 

y _ U ( x) 


en ia que ei deDominador C es una constante, para derivar esta fun- 
ción no hace falta recurrir a la fórmula (VIII); en este caso es mós 

*) Hm Ad = 0 , ya que la íunción v(x) es derivable y, por consiguiento, 
a *-»0 

coutinua. 


6* 
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conveniente la fórraula (V): 



Es obvio que este mismo resultado 90 obtiene } aplicando 'la 
fórmula (VIII). 

Ejcmplo 6. Si y C - ^ * ■ , tendremos: 

' (cosx)' senz 

y 7 “ 7 * 


¿ 8. DERIVADA DE LA FUNCTON LOGARITMICA 

1 

Teorenia. La derivada de la función log a x es igual a — log tt e } es 

\ 

decir , s¿ y = log.a;, se tiene i/ = —log n e. (IX) 

Demostración. Supongamos que Ay es el. incremento de la fun- 
ción y = log 0 r, correspondiente al incremento Ai del argumento *. 
Entonces: 

y 4 - Ay = log^ (x + Ai); 

Ay —: log„ (x + Ar) — log „x = log. = log n ; 


Ay 

Az 




Multiplicando y dividiendo por x el segundo miembro de la última 
igualdad obtendremos; 


Ay. 

Az 


* Az 


i o g 0 (i+^)=4iog n (í+^) . 


Designemos por a la magnitud — . Para un valor dado de z, a 0, 
si Az -*■ 0. Por tanto 
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Sin embargo, como 8e sabe, <§ 7, cap. II), 

_í_ , 

!ím (1 -f a) a = e. 
a,-+ o 

Si la expresión quo se halla bajo el signo dc logaritmo tiende 
al número e, el logaritmo de ésta tiende hacia log a e (en virtud de 
la continuidad de la función logarítmica). Según esto, tendremos en 
definitiva: 

y — lím ^ = lím — log a (1 -f a) a = ~ logo*- 
A***oAl a 0 X 1 

Considerando que Iog 0 e , la fórmula obtenida puede escribir' 

se como sigue: 

, 1 1 
y ~ X Ina ' 

Voamos el siguiente caso particular. Si en esta fórmula a = e, 
ln a = In e = 1, ea decir, cuando y = ln x, se tiene 

< x > 

$ 9. bERIVADA DE LA FUNCION COMFUESTA 

Sirpongamoa y — f (x) una función compuesta, es decir, una 
función tal que puedu ser reprcsentada en la forma siguiente: 
y - F (u), u (f (x) 

o g^í ’19 (*)) (cap. I, § 8). La variable u en la expresión y = F (u) 
se denomlna argumento (varlable) intermedlo. 

Establezcamos la regla de derivación de una función compuesta. 

Teorema. St en cierto punto x la función u — <p (x) tiene por 
derivada u x = q>' (x) y la functón y = F (u) tiene por derivada y\¡ = 
= F' (u) para el valor correspondiente de u, la función compuesia 
y = F |qp (x)l en el punto dado x tendrá también dertvada, cuya expre- 
síón será : 

ü'* = •F'u (u) <p' (x), 

doruk u debe ser sustituida por u = <p (x). La fórmula obtenida se puede 
expresar en forma abrevlada, como sigue : 

’/x — ¡/u'4 




Derívada y diferencial 


es decir que la derivada de una función eompuesta es tgual al producto 
de la derlvada de la función dada respecto al argumento tntermedio u por 
la derivada del argumento intermedio respecto a x. 

Deinostración. Para ün valor determinado de x , se tiene: 
u — (p (ar), y = F ( ü ). 

Para el valor incromcntado del argumento x -|- Az, tenemos: 
u 4- Au = <p (x 4- Az), y + A y = F (u + Au). 

Al incremento Ax le corresponde el incremento Au, al que, 
a su vez, correspondo el incremento A y; además, cusindo Az —► 0, 
Au y A y tenderán también a cero. Según la hipótesis: 

Hm ^ = p u . 

Au-OíiU 


Según la definición de limite, obtendromos (para Au ^ 0): 

= V # u +■ 06 Ú) 

Au 

donde o -*■ 0, cuando Au -* 0. Escribamoa la ecuación (1) en la forma: 

■ r 

Ay = y' u Au a Au. (2) 

Sea cual fueae a, la ecuación (2) ae verifica tambión para Au = 0, 
puesto que ae convierte en identidad, 0 = 0. Cuando Au = 0, 
suponemos que a = 0. Dividieodo por Ax los dos miembroa do la 
ecuacién (2), tenemos 


Ay 

Ax 


. Au 

yu — + <* 
Ax 


Au 

Ax' 


(3) 


Según la bipótesia: 

lím — = i4, lím a = 0. 
ax ■* o Ax Ax -» o 

Pasando al limite en la ecuación (3), cuando Ax -*• 0, hallaremos: 

y'u = y'uu'u- W 

Rjemplo 1. Dada la íuncjón ^ = haltar y x . Intorpretemoa la fun- 

cíód propuesta como íunción de función: 

V=»senu, 


Tenemos ¡/ú*=cosu, u,' x *=2x. 
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§ 10. DERIVADAS DE LAS FUNCIONES y « tgx, 
y = eotg x , y = ln [ x | 

1 

Teorema i. La derivada de la functón y — tg x es igual a , 

1 (XI) 


es decir, sl y = tgx, y' -- 
Demostración. Sea 


io.t x 


y=- 


de la íórmula para derivar fraceiones (véase fórmula (VIII), § 7, 
capitulo III), se tiene: 

. (seni)'cosa: — senxfcosa:)' cosxcosa — sen x(— sen x) 


cos 2 * sén 2 x_ 1 

co? 2 x cos ! x 

Teorema 2. La derlvada de la funciin y — cotg x es igual a — - 
es declr: 


sl y — cotex, \J =— 
Demostración. Sea 


(XII) 


y = - 


cosx 

senx 


se tendrá 


(cosa)’sena—cosr(senx)' —senrsenr — cosxcosr 
y — : ^ - 

aen x st*n x 

sen^x-j-cosV 1 


Ejemplo I. Si y —tgV x » 


cos 3 V~x 


(\TxY = 


2 V* cos 3 V x 


_ Deri vadas de las Junclanes y — tg x\ y = cotg x', y «=» ln 1 x | ft9 

Ejemplo 2. Si y «= Ib cotg x, 


cotg 


1 -(coig x)' = - ( _ \ . \ .— -- «=,— 

tg* cotgx V son*zy coazsenx 


sen*z 



Teorema 3. La derivada de la función y = ln J x | (fíg. 62) es 

Igual ai, es decir, 

x 


si y = ln|¡r|, p' = —. 


(XIH) 


JDemostración. a) S¡ x > 0, sc tiene | x | = ln | x \ — In x, 
y por tanto: 

, 1 


b) Supongamos que x < 0. Bntouces | * | = — x. Pero 
ln | x | = ln (—*), 

(observemos, que si x < 0, —i>Ü). 

Interpretemos la función y = ln (— x) corno función compuesta, 
baciendo 

y = ln u; u = — x. 

Entonces, 

y’* ~ i/u <4 = ^ (—1) = — (—l) = — ■ 


Do este modo, para los valores negativos de x también se veri- 
fica la igualdad 

, 1 
¡/*=> j. • 

Por tanto, la fórmula (XIII) queda áemostrada para cualquier valor 
ie 1^0 (para x = 0 la función In | x | no está definida). 
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§ 11. FUNCION ÍMPLICITA Y 8U DERIVACION 

Supongamos que los valores de dos variables, x e p, se encueutran 
Ugados cnediante una ecuación que, simbólicamente, escribire- 
mos así: 

F (x, y) - 0. (1) 

Si la función y — / (x) definida on cierto intervalo (o, b) es tal 
que, al sustituir y en ia ecuación (1) por la expresión / (*), la ecuación 



Ftg. 68 Flg. 64 


se conyierte on una identidad respecto a x, la función y / (ar) 
recibe el noinbre defunciónímplicita determinada por la ecuación (1). 

Por ejemplo, la ecuación 

x* + Sl* - o* = 0 (2) 

determina implícitamente las signlentes funciones elementales 
(figuras 63 y 64): 

y = (3) 

¡/ = — Va 2 — x 2 . ' (4) 

En efecto, al sustituir y por sus cxpresiones en la ecuación (2), 
la convertiremos en identídad, es decir 

x * + (<*' — x 1 ) — a* = 0. 

Las expresiones (3) y (4) se han obtenido mediante la resolución 
de la ecuación (2) respecto a y. Sin embargo, no toda función dada 
implícitamente puede ser representada en forma eipücita, es decir, 
en fonna y •= / (x)*, donde / (x) es una función elemental. 

*) Si la funcíón viana dada en la forma y «= / (r), se dice que cstá dada 
en iorma exptteita o que es una función expUclta. 


Funeíón tmpliciia y su derlvcclón 
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Por ejemplo, las funcioncs dadas por las ecuaciones 
y 1 — y —x* =■ 0 

6 

y—x—jseay==0, 

no pueden ser oxpresadas mediaute funciooea elementales; es decir, 
no pueden ser resuoltas respecto a y. 

Observación 1. Es necesario señalar que ios términos «función 
explícita» y «fanción implfcita» no caracterizan la naturaieza de 
la función, sino ia manera en qúe ésta viene dada. 

Toda función explícita, y — f (x), puedeser rcpresentada tambión 
en forma implícita, y — f (x) =0. 

Veamos cómo se obtiene la derivada dc una función implícita, 
sin transformarla en explicita, es decir, sin representaiia en la 
forma y = f (x). 

Supongamos que la función viene dada por la ecuación 
x 3 + y 1 — a* = 0. 

Si y es una función dc z, determinada por la ecuación anterior, 
ésta será una identidad. 

AI derivar ambos miembros de la identidad respecto a x, con- 
siderando que y es una función de x, obtendremos (aplicando la 
regla para derivar función compuesta): 

2x -f 2 yy = 0, 

de donde: 



Anotemos que, si derivainos la correspondiente función explícita 
y = P, 

obtenemos: 



es decir, el miamo resultado. 

Examinemos un ejemplo más de función implfcita y en fun- 
ción de x: 

y’ — y — i* = 0. 

Derivemoa respecto a x 

6 y*y' — y' — 2r = 0, 
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y hallamos 



Observación 2. De los ojemplos citados se deducc quo. si se trata 
de hallar la derjvada de una función implícita para un vaior dado 
del argumento es preciso conocer primeramente el valor de la 
íunción y para el inismo valor dado de x. 

§ 12. DERIVADAS DE IA FDNCION POTENCIAL 
CON EXPONENTE BEAL CLALQUIERA, 

DE LA FUNCION EXFONENCIAL 
Y DE LA FUNCION EXPONENCIAL COMPUESTA 

Teorema i. La derivada de la función x", en la que n es un númera 
real cualquiera, es tgual a nx"~ ¡ , esdecir, 

si y = x n , se tiene y' = nx n ~'. (I') 

Demostración. Supongamos que X > 0. Tomando logaritmos 
de la función dada, tendromos 

ln y = n In x. 

Derivemos ambos miombros de la ecuación respecto a x, con- 
siderando que y es función de x: 



Introduciendo aquí el valor y = x n , obtenemos en definitiva: 
y' = nx n -\ 

Es fácil demostrar que esta iórmula es correcta también, cuando 
x < 0, siempre que x" tenga sentido*). 

Teorema 2. La derivada de la función a x , en la que a > 0, es 
igual a a x ln a, es decir, 

siy = a x , y' = a x lna. (XIV) 

Demostración. Tomando logaritmos de la igualdad y — a x , 
se tiene: 

in y — x In a. 


•) Dichu fórmula ha sulo ya demostrada (5 5, cap. III) para el caao en 
que n es un número rntr.ro y potllloo. Ahora la tórmula (l) queda generalizada 
para cualquier nútnero constauto n. 
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Derivemos la igualdad obtenida, considerando y como fun- 
ción de x. 

~ y' = In a; y' = y ln a, 

o sea 

y' —a* Ina. 

Si la base es a = e, entonces ln e = 1, y obtenemos la fórmula: 

y = e x , y'=e r . (XIV j 

Ejempio i. Dada la función 

y —« xl . 

Interpretécnosla como función compuesta, introducicndo el argumento 
intermedio u: 

tí u , u — z»; 

entonces, 

a' x ^2x. 

Por tanto. 

V^ — tf u 2z — e x *2r. 

La función en la que tanto la base como el exponente son funcío- 
nes dc z se llama función exponencial compuesta. Por ejemplo, 
(scn x)**, x *«*, ar*, (ln x) x y. en general, toda función do la forma 

Teorema 3. 

Si y = u°, entonces y' = vu°~‘u' -(- u°v ln u. (XV) 

Demostración. Tomemos logaritmos de la función y: 
ln y = v In u. 

Derivando respecto a x la igualdad obtenida, tenemos: 


de donde: 


1 . 1 , . .. 

— y = v — u-i-olnu, 

y u 


y=V ( t, ~ + ulnuj. 


Introduciendo ia expresión y — u°, obtenemos: 

y' = vu°~‘u' + u°v in u. 

•) Tal función se aucle Jlaraar támbión exponenclal poienelal a polenciaI 
exponencial. 
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Así, pues, ]a derivoda do la función expouencial compuesta 
consta de dos términos que se obtienen del siguiente modo: el primer 
sumaudo si, al derivar, supouemos que u ea función de x, mientras 
que i; es constante (u” se interpreta como función potencial)-, ei 
segundo, si suponemos que v es función de x, permaneciendo u cons- 
tante (u' se interpreta como funcién exponencial) 

Ejemplo 2. Si V— z *i |'en*-i(t')+i*(j‘)lni, o soa, 
y ' n x* x x 1 n x = i* (4 H- ln x). 

Ejemplo 3. Si y— (seai)**, tendromos 

= (sonx)* 1 " 1 (sen*)'-f-(9en*)** í- 1 )' lnsen r= 

— r* (sen x )* t ~ 1 cos * + (sen i) 1 * 2i ln sen x. 

E1 procedimiento, aplícado en este párrafo para calcular deri- 
vadas, consiste en hallar primeramente la derivada del logarltmo 
de la función dada. Este procedimiento ae utiliza ampliamente en la 
derivación de funciones, y, a veces, simplifica mucho los cálculos. 
Bjcmplo 4. Hallar la derivada do la función 


Solución. Tom.ando logaritmos, encontramos: 

ln y = 2 ln (x + i) + -J- ln (x -1) — 3 In (*+4) — 
Dcrivcmos nmbos miembros de la igualdad: 

■ Jd = _L.i_í_2_, 

y x+1^2(x-t) x+4 


x+1)* 

(x+4) 3 «* 


Multiplicando por y, y sustituyendo y por 


(j+tPT/r-l 
(* + 4)»«* 


(X+1)»V^1 r 2 . t_3_ 

(x+4)*e* Lv + 1 2(x-l) x + 


obtenemos 

-]■ 


Obscrvación. La expresión L = ()n y)', que es la derivada 

respecto a x del logaritmo natural de la función dada y — y (x), 
se llama derivada logarítmica. 


i 13. FimCION INVERSA Y SU DERIVACION 
Supongamos. 

!/=/(*) ( 1 ) 
cs una función creciente (fig. 65) o decrccionto definida en cferto intcr- 
valo (a, b) (a < b) (§ 6, cap. 1). Hagamos f (a) = c y / (b) = d. Para 
concretar, en adelante consideraremos sólo la función creciente. 

Examinemo8 dos vaiores diferentes X| y x.¿ pertenecientes al 
intervalo (a, b). De la definición de función creciente se deduce 
que, si Xj < ij, yi=/(*i), y% = f(x 2 ). entonces y t < y 2 . Por 
tanto, a dos valores x^ y x¡, les corresponden dos valores diferentes 
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y , e y¿ de la función. La recíproca también ea cierta. E 3 decir, si 
y¡ < y 2 , y¡ — f (x¡) e y 2 — f entonces, de la definición de fun- 
ción creciento, se dedoce que z, < x t . De este modo, entre fos valores 
de x y los correspondientes de y se establece una relación biunivoca. 



Interpretando los valores de y como valores del argumento, 
y los valores de x como valores de la función, obtendremos x como 
función de y: 

x = <f (y). (2) 

Esta función se denomina inversa de la función y = / (x). 

Recíprocanientc la función y ~ f (x) es la inversa de la función 

* ■= <P (y)- 

Razonando del mismo modo, se puede demostrar que una fun- 
ción decreciento también tiene su inversa. 

Observación 1. Indiquemos, sin demostración, que, sl la función 
crecienie (decredente) y — / (x) es continua en el segmento I a , 6J, 
siendo f (a) = c y f (b) = d, entonces la función irwersa estará defi- 
nida y será continua en el scgmento (c, dl. 



Ejemplo I. Sea la función y = x 3 . Esta función cs creciente en el íntcrvalo 
lnfinito — oo<ac<+coysu ínversa ea * = (fig. 66). 

Observemoa que la función inversa x « <¡p (y) so halla, resol- 
viendo Ja ecunción y = / (x) respecto a x. 
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Ejemplo 2. Sea la fcmcióo y — c*. Esta función es creeienle en el intervalo 
infinito — co < x < +■ c»; au inversa es x = ln y. E1 donúulo dc definición 
de ésta es 0 < y < + <» (fig. 67). 


Observación 2. Si la hmción y = f (*) no eg creciente, ni decrecien- 
te en cierto intervalo, ella puedc tener varias funciones inversas*). 

Ejptnplo 3. La función u =* x* está delinida en el intervalo infinito 
— oo < x < -H oo. No cs crecicnte, ni deereciente, ui tampoco tieno función 
inverea. En el irftervalo 0 < x < oo dicha 
función ea creciento y su inverea es x «=■ V V- 
En el intorvalo — oo < x < 0 la misma funcion 
será decrociente y su inversa es x = — '\fy 
( ftg. 68). 

Observación 3. Siendo y — f(x) y x= 
=» <p (y) funciones recíprocamente inver- 
sas, sus gráficas se representan por una 
misma curva. 

Pero. si designamos por x el argu- 
mcnto de la función inversa y por y la 
propia función, entonces las gráficas de 
las dosfunciones serán ya distintaa en un 
mismo sistema de coordenadas. 

Es fácii ver gue las gráficas serán símétricas con respecto a la 
bisectriz del prímer ángulo de coordenadas. 

Ivjcmplo 4. En la figura 67 'están trazadas las gráficas de la función y « p* 
(o de x — ín y) y do su inverea, y = !n x, examinadafl en el ejetnplo 2. 

E1 siguiente teorema nos permitirá calcular la derivada de la 
función y = / (z) T conociendo la derivada de la función inversa. 
Teorcma: Si para la función 

y = f (z) ( 1 ) 

extste um funeión irwersa 

x — <p (y) (2) 



tal que en un punto analizado y tiene derivada <js' (y), distinta de cero, 
entonces la junción y — f ( x), en el punto correspondieníe x, tiene 


ilerivada f' (x), Igual a 


1 

«P'UO’ 


es decir , se verlflca la fórmula 



(XVI) 


•) Insistimos que, al doóir que «» ss funcióD de x», nntendemos quo y de- 
pende de x de modo unívoco. 
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De este modo, la derivada de una de ias dos funcumes rocíproca- 
mente inversaa es igual a la unidad dividida por la derivada de la 
segunda función, para los correapondientea valores de x e y*). 

Demostración. üando a y el incremento Ay, de la igualdad (2) 
deducimos 

A* = ff (p + Ap) — <p (y). 

Como <f (y) es una función monótona, se tiene Ar 0. Escribamos 
la identidad 

Ay_1 

Ax Ax 
Af/ 


Por ser continua la función <p (y), Ax -t- 0, cuando Ay ->■ 0. 

Tomando el límite, ctiando Ay 0, en ambos miembros de la 
última identidad obtenemos: 

. 1 
üx = -7. 


< 



es deoir, llegamos a la fórmula (XVI). 

Observación. La fórmula (XVI) se puede obtener tambión, apli- 
cando el teorema de derivación de funciones compuestas. 

En efecto, derivemos los do3 micmbros de la igualdad (2) res- 
peclo a x , considerando que y es función de x: 

l = <f' (y) y'x. 

de donde: 

, 1 

16=*-77?- 

«p (y) 

La interpretación geométrica es evidente. Examinemos la grá- 
fica de la función y = / (a:) (fig. 69). La,misma curva será la gráfica 

•) Cuando escribimos /' (x) o j/ x , considoramos que, al calcular 2a derivada, 
tomamos * como variable iadepeodíente. Cuando escribimos <p' (y) o x v , conaide- 
ramos que, al calcuiar ia derivada, la variabie indepondiente es y. Obaervomos 
quo deapués de obtener la derivada respecto a y <jue flgura en el 2° mlembro 
de la fórmula (XVI), es necesarío sustttutr j/ por f (*). 


7 -MS1 
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de la función z — <f (y) en la <¡ue x se considera como función e y, 
como variable independiente. Consideremos un punto M (x, y) 
do esta curva. Tracemos una tangente a la misma en este punto. 
Los ángulos formados por la tangente mencionada y las dLrecciones 
positivas de los ejes Ox y Oy los designaremos 
por u y p respectivamente. En virtud de los 
resultados obtenldos en el § 3, acerca del signi- 
íicado geomátrico de la derivada, tenemos: 



/'(x) = tga 1 

<p'(») = tgP- i 

. . u 

De la figura 69 se deduce que, si a <-j 


(3) 


tiene: 


Fig. 69 


‘=2 


Ahora bien, si a > y, naturalmente p «= ^ — a. 
Por consiguiente, en cnalquier caso 


de donde 
o r sea 


tg p = cotg a 

tg a tg P = tg a cotg a =1, 



Introduciendo aquí las exprosiones de tg a y tg p de la fórmula (3), 
obtenemos: 


/'(x) 


1 

?{y) 


| U. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 
Y SU DERIVACION 

1) Función: y = arcsen x. 

Examinemos la función 

x = sen y (1) 

y construyamos su gráfica, dirigiendo el eje Oy verticalmente bacia 
arriba (fig. 70). Esta función está definida en el invervalo infinito 

— oo <p<-|-oo. En elsegmento— ^<y<^ , la función x=sen y 
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es ccecíente, sus valores llenan el segmento —1 < x ^ 1. Por eso 
la función i = son y tienesu inversa, gue seescribe así: y- arcsen x*). 
Esta función está definida en el segmento —sus 

valores ilenan el segmento — <y<y- 

En la figura 70 la gráfica de la función 
y — arcsen x va en Iínea gruesa. 

Teorema 1. La derivada de la función 

arcsen x ee igual a , es decir, 


VT^i’ 


sc g=arcsen x, se íiene y'- 


Vt-x 2 


(XVIII) 



y-orcsenx 


Demostración. Según la igualdad (1) 
tenemos: 

x'y = cos y, 

y conforme a la regla para derivar la función inversa, seri; 

1 

cosp’ 


1 

y«==- 7 = 


pero 

Entonces 


cosp = 


sVi — sen 2 y = 

1 

y*=: 


= Vl - x 3 . 


Vl-X* 

La raíz lleva el signo positivo, porque el valor de la función y = 
= arcsen x se encuentra en el segmento — y < p < de donde 
CO8jí>0. 

EJemplo 1. p = arcaone*, 

1 , « x 


VI -(•*)■ 

Ejexnplo 2. y— ^arcsen 
y'a.2 arcsen 


(**)' 


Vi — ' 


i i /1 v i i 

* p/ i * ' x * V* 1 —1 


•) Observnmofl que la igualdad y ss= arcsen * conocida del curao de trigo- 
nometría, cs otra fonna de escrlbir la igualdad (1). Aquí (dado z), y significa 
conjunto de valores de 2os ángulos, cuyo eeno es igual a x. 


7* 
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2) Función: y = arccos x. 

Como en el caso antetior, examinemos la función 

x — C 08 y, (2) 


consttuyamos su etáfica y dirijamos el eje Oy hacia arriba (fig. 71). 
Esta función está definida en el intervalo infinito — oo < y < + 
+ oo. En el segmento 0 y < n la función x = cos y es decrecien- 
te y tiene su inversa designada asi: 


Esta función Éstá definida en el segmento — 1 ^ 
<*<1- Los valores de la función llenan el 
segmonto n^-g>0. En la figura 71 la gráfica 
de la función y — arccos x va en línea gruesa. 

Teorema 2. La derivada de la funcifn arccos 
x es igual a —■ , , es decir, si g=arccosr, 



V’i-x* 


Ftg. 11 


se tiene y' = — ■ 




(XVIII) 


Demostración. Según la igualdad (2) tenemos: 


i — sen y. 


Por tanto, 




seng 


Vl-c 


Pero cos y -- x. entonces: 


y'x— — 


1 

Vl-**' 


En la igualdad sen y — V f — cos 2 y la rafs lleva el signo positi- 
vo, porque los .valores de la función y = arccos z se encuentran 
cn el segmento 0 y < n, por consiguiente sen y >• 0. 


Ejemplo 3. y 


«arccos(lgx), 

1 

j/i— tg»x 


(tgx)'= - 


V i — tg«x cos * 1 ’ 


3) Función: y — arctg x. 
Examinemos la función 


x = tg y 
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y coDStruyamos su gráfica (fig. 72). Esta funciún está definida para 
todos los valores de y, excepto y = (2*4-1) — (4 = 0, ±1, ± 2, ...). 

En el intervalo —< P < la función x — tg y es creciente 
y tiene su inversa: 

y = arctg*. 

La función está definida en el intervalo — oo<x< + ooysus 
valores Uenan el intervalo — <Z y < . En la figura 72, la 

gráfica de la función y — arctg x va en linea gruesa. 

Teorema 3. La derivada de la funclón arctg x es igual a -¡—¡—= , 

H'* 

03 decir, si y «= arctg x, se tiene y' = r ■-- g . (XIX) 

1 ~r * 

Demostración. Según la iguaidad (3) tenemos: 

._1 

* cos*y 

Por tanto, 

y'x — -\—<^°3 l y, 
x * 


pero 


, 1 1 
cos V = — c = i 


sec*y 1 -t-tgy 
y, puesto que tg y = x, tenemos en definitívá: 

, 1 


'l + ^' 


Ejemplo 4. y ■■ (arctg *) 4 , 


y' = 4 (arctg *)» (a rctg *)' ■■ 4 (arctg *) a 


H-** 


4) Función: y arccotg x . 

Examinemos la función . 

x = cotg y. (4) 

Esta función está definida para todos ios valores de y, excepto 
y = A*íi(A = 0, obl» rfc2). La gráfica de la función está representada 
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en ia figura 73. En el intervalo la íunción *=cot gy 

ea decreciente y tiene su inversa, la cual se designa así: 

y = arccotg x. 

La función, por tanto, está. deíinida en el intervalo inlinito 
—oo < x < +oo y sus valores llenan el intervalo n > y > 0. 




Teorema 4. Laderivadadc la función arccotgx es igual a — ^ V g , 
es declr, 

1 


sí y c=arccotgx, se liene y' — ~ 

Demostración: Según la igualdad (4): 

1 


1 + **' 


x„ = - 

Por consiguiente, 

í&=— sen*g = 

Pero 

cotg y = x. 


sen 'y 
1 


coscc *y 1 + cotg 2 y ' 


Luego, 


Vx= — 


1 

1 +x*' 


+ 3 

(XX) 
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§ 15. TABLA DE LAS FORMULAS FUNDAMENTALES 
PARA LA DERIVAC10N 

Agrupamos ahora 6J1 una tabla todas las fórmulas fuudaiucntaJcs 
y reglas de derivacióo, obtenidas en los párrafos anteriores. 
Fórmulas fundamentales 

y = const, y" = 0. 

Función potencial: 

y i— x“, y = ocr' 1 

en particular, 


y = Vx. 




Funciones trigonométricas: 

y = sen *, 
y = cosi, 

P=tg*, 


y = cosr, 
y' = — sen x, 



y= cotgx, y = -- 


sen x 


Funciones trigonométricas inversas: 

, 1 

p = arcsenx, y = , 

1 


y - arccosx, 


V = — 




y= arctgx, 

y = arccotgx, y'=—^—¡- 

Función exponencial: 

y = a x , y' = o* ln a ; 
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en particular, 
Función logarítmica: 


jr = «\ 


1 


y = lóga ar, y'=-~-log a (?; 

en particular, 

p=lnz, y—— 

Roglaa generales de derivación: , 

i/ — Cu(x), y'=Cu'(x) (C = consl), 

y — u+v — w, y'=u-\-v' — ip', 

y = u-v, r y' = uv + uv, 

uv — uv' 


y=*t(u), ] 

u = <p(x), I 


y =• 


y'x=fu(u) qp;(z), 


y — u’, y' = vu v V + u°v lnu. 

Si y = t (x), x m <p (y), donde / y ip son funciones recíproca- 
mente inversas, entonces: 

f( x ) = ~—~r- donde y = /(x). 

<P (V) 


S 16. HEPRBSENTACION PARAMETRICA DE FUNCION 
Consideremos dos ecuaciones 

x = ?> «).l 
y = tW.i 


(i) 


donde í toma valores comprendidos en el segmento \Ti, T 2 ¡. A cada 
valor de t le corresponde íos de x y de u (suponemos que <p y i|> son 
funciones unívocas). Considerando que íos valores de x y dé y son 
las coordenadas de un punto en cl plano Oxy, a cada valor de t le 
corresponderá un punto determinado del plano. Este punto descri- 
be cierta curva en el plano, cuando t varia de T, hasta T.. Las 
ecuaciones (1) se denominan ecuaciones paramétricas de esta eurva; 
t toma el nombre de parámetro y el método de dar la curva median- 
te Ias ecuaciones (f) se llama método paramátrico. 


fíeprrsentación paramétrica d? función 
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Supongamos ahora quo la función x — <p (f) tenga su inversa t =• 
= <D ( x ). Es evidente quc y, en csto caso, es función de x; 

V =■ <)> (© (•*)]. (2) 

De este modo, las ecuaciones (1) determinan y en función de x y se 
díce quo la función y de x viene representada paramétricamente. 

La expresión y — f (x) que muestra como y depende directamente 
de x y se ohtier.e climinando el parámetro t de las ecuaciones (1). 

E1 método paramétríco de dar las curvas se usa ampliamente 
en mecánica. Si en el plano Oxy se desplaza un punto material 
y se conocen las leyes del movimiento de sus proyeccionea sobre 
ios ejes de coordenadas, 

*-9<b ) (n 

donde el parámetro t es el tiempo, Ias ecuaciones (l') serán las ecua- 
ciones paramétricas de la trayectoria del punto en movimiento. 
Eliminando en estas ecuaciones el parámetro t, 
obtendremo9 la ecuación de la trayectoria en la 
forraa y — f(x)oen la forma F (x, y) — 0. 

Iiustremos esto. 

Problema. Hálleso la trayectoria y el punto de caida 
de un cuerpo arrojado desde un avion auo so desplaza 
borizontalmente a la altura y 0 con velociuad v 0 (so puede 
prcsctndir do la resistencia del aire). 

Solución. Tomomos el sistema de coordenadas que 
muestra la figura 74. Suponemos que el cuorpo cs arroja- Ftg. 74 

do en el instante en que el avión cruza el eje Oy. £s evi- 
dento que el desplazamionto horizontal dol cuerpo será uniformc con lu 
velocidad constante v 0 . 

x=*vol. 

La cnída vertical del cucrpo por efecto do la gravcdad se ozprcsa medianle 
)a fórmula; 




Por tanto, en cualquier instanto, la distancia del cuerpo a )a tiorra se expre- 
sarú por la fórmula: 

V = Vo— S 2’ * 

Las igualdades 


X=v 0 t, 
gi 2 

V=V0 - 2 * 


son ias ocuaciones paramétricas de la trayoctoria. Para eliminnr el pardmetro 
t hallamos de Ja ecuacién primera »u valor t = JL- yhucemosen ia sogunda 
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ecuación la sustitución corrcapondiente, obteniendo entonces 1& ecuación 
do la traycctoría 

• » = - 

Esta es la ecuacióndela parábola, cuyo vórtice se encuentra en el punto M (0, y 0 ), 
sirviéndole Oy de oje de simetria. # 

Oeterruinemos la roamíitud del segmento OC. Desígnemos por X la abscisa 
del punto C, cuya ordonaoa es y *=* 0. Introduciendo estos valores cn la fórmula 
anterior, tendremos: 


de donde: 


O-N-ff*. 



£ 17. ECUACIONES PARAMETRICAS DE ALGUNAS CURVAS 

Circunfcrencia. Supongamos uaa circunferoucia do radio r, con centro 
en el origcn do las coordenadas (fig. 75). 



Designemos con t ol óngulo formado por el radio trazado por el puuto 
M (x, y) de la cincunferencia y ol oje Ox. Éntoncos, las coordenadas de cual- 
quior punto dc la circunferencia se expresarán por modio dol parámetro t como 
slgue: 


x = rcos t, 
y = r sen t. 


} 0<í<2n. 


Estas son ecuaciones paramétricas do la circunforeneia. Si eltminamos en ostas 
ecuadones el parámetro t, obtendremos la ecuación de la circunferencJa que 
contiene sólo x e y. Elevando al cuadrado las ecuaciones paramétricas y su- 
mándoías, tenemos: 


o sea, 


x*-(- p*— r* (cos* f-f ain* t ), 
x* + p* = r*. 


Elipae. Escribamos la ecuación de una elipse: 

** , _ 

a* ^ b* 


1 


( 1 ) 



y hagamoa 


Ecuaclones paramétricas d* algunaa curvai 
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xc=a cosí. 


Introducioudo csta ezproslón en la ecuación (1), obtendremos 
y = bson t. 


Las ecuaciones 


( 2 ') 

( 2 ') 


x = a cost, 
y—b sen t, 


} 0 <«< 2 «, 


( 2 ) 


6on ecuacioncs paramótricas do la elipse. 

Aclaremos el significado geométrico del parámetro t. Tracemos dos clr- 
cunferencias do radios a y b, con centro en el origen do coordenadas <fig. 76). 
Supongamos que el punto M (r, y) se haila en la 
clipso y el punto B, que tione la misma abscisa que 
el bunto M, pertcnezca a la circunferencia demayor 
radio. Designemos con t el ángulo formado por ol 
radio OB y el eje Ox. De la figura se deduce 
x *=0P =a cq 3 t [ecuación (2')J, 

CQ = b sen t. 

En virtud de la ocuación (2') deducimos que 
CO *=> y, es decir, 2a reclo CM es paralela al oje 
Ox. Por consiguiente, en las ecuaciones (2), t repre- 
sonta el ánguio formado por el radio OB y el ejo do 
abscLBAS- A vcces ol ángulo t se danomina ángulo 
cxcéntrico. 

Cicloidc. So da ol nombre do cicloido a la 
curva descrita por un punto de la circunforencia, 
cuando ésta rueaa sin resbalar sobro una linoa rccta (fig. 77). Supougamos quc 
el punto M de la circunferencia coincide, al principto del movimionto, con 
el origen de coordenadas. Dctorminemos ios coordcnadas del punto M después 




de haber girado la circunferencia el óngulo t. Designemos por a el radio de 
la circunfcrencia on movimiento. Como se ve on la figura 77, 

Zm,OP=*OB—PB, 

y 'teniendo on cucnta que la circunferoncia rueda sin rcsbalar, tenemos: 
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Derivada y dljerencial 


Por tanlo, x=»at—a sent = a (i—seni). 

Luego, 

y^MP = KB = CB—CK ^a—a cost^a (l“ccs t). 
Las oxpresiones 


x— a(t — sen t), 
y= a (1 — cos í). 


J 0<(<2n, 


(3) 


son ccuaciones paiamétricas de la cicloide. Cuando í varia de 0 a 2n, el pun- 
to M describo un arco de la cicloide. 

Elíininando el parámotro t en estas ecuaciones, obtenemos la lorma en que 
x directamonto depende de y. En el eegmcnto 0 < t < n la función y =» 
= a (1 — cos /) tiene por inversa 

a — y 

t = arccos-—. 

a 

Sustituyendo t on la primera ocuación del sistema (3) por su expresión, 
tendremoe: 

a—y / a—y \ 

x =• a orccoa —^— a sen I arccos —J , 

ó 

x=c arccoa ~ P®»a 0<x<n«. 


De la figura so deduce que, sl 

;ia <x <2na,'se tieno: 

x = 2na — ^a arccos —'\/2ay —y 3 j . 

Observeroos que la función 

x— a (t —-sen t) 


tiene su inversa, pero ésta no se oxpresa mediante funciones olementales. Por 
eso la función y = f (x) tampoco se expresa mediante funciones elemontales. 

Observaclón 1. En el ejemplo de Ia cicloide se ve quo en algunos casos las 
ecuaciones pajamótricas son mas cómodas en el análisis de functones y curvas, 
quo la depeudencia directa entre x o y. 

Astroide. Se da el nombre de astroide a la curva representada por Ins 
siguientes ecuacionea paramétricas: 


x = c cos 3 /, 
y *= a sen 3 1, 


J 0<I<2n. 


(4> 


Elovando todos los término9 de ambos micmbros do las dos ecuaciones 
a la polencia 2/3 y sumándolas, obtonomos la dependencia entre x e y: 

Ji J_ 2. 

x 3 -f -y 3 =a 3 (cos 3 1 — sen 2 X), 


o hien. 


2_ 2_ 2 


(■"> 


Derivada de la función dada paramétrícamenU 


«.09 


Máo adelante (§ 12, cap. V) demostremos quo dicha curva ticne la fornia 
quo sc expone en la flgura 78. Esta curva puede interpretarac como trayectoria 

dc un punto de la circunferencia de radio -^-, que rueda, sin reabalar, sobrc otra 
circunferencia de radio a, quedando siompre dentro de la mayor (fig. 78). 



Observación 2. Senalemos quo la función y =* f (r) no es la única que 
so dctormino por ias ecuaciones (4) y (5). E9tas ecuaciones detcrrainan en roa* 
lidad dos íuncioocs continuas en el segmcnto —a <x <+a, una do ias cuales 
toma vaiores no negativos y la otra, valores no positivos. 


g 18. DERIVADA DE LA FUNCION 
DADA PARAMETRICAriENTE 


Supongamos quo la representación paramétñca de la función 
y de x es 


if=V(0. 


} 




( 1 ) 


y que, además, estas fueciones tienen derivadas y la función 
x =t <p (0 tiene por inversa / = <!>(*) que, a su vos, también tiene 
derivada. En este caso, la función y ~ f (x), definida por las ecuacio- 
nes paramétricas, puodo ser intorpretada como función compuesta 


y ~ i)i (í), t = 0> (*). 

Aquí, t es el argumento intermedio. 

Según )a regla para derivar función compuesta, tenemos 

y'x = y'it'x = <}>¡ W K'* (*). (2) 

Del teorema de derivación de función inversa tenemos: 


<»;<*) 


i 

v'i(t) 
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Dcrivada y difcrencial 


Introduciendo esta expresión en la 

<p'W ’ 

Vt 


igualdad (2), obtenemos: 


Vx = 


Vx = 


Xt 


(XXJ) 

Con la fórmula obteuida se puede calcular la derivada, y', de la 
función dada paramétricamente, sin recurrir a la expresión de la 
dependencia directa do p en función de x. 

Ejcmplo 1. La función y de x está dada por ccuaciones paramétricae 
x=macost. \ 

V — aam f, / 

Calcular la derivada : 

dx 

1) para cualquier valor de <; 

2) para t = -2- . 

Solución. 

1 ) v-iZJZÜi 

1 Vx (acosf) 


ucosf 


2) (y¿) 


— « son t 
. n 

—COtg-y- —i 


— — cotgi; 


a la 


Ejemplo 2. Hallar el cooficionte angular de la línea tangente 

cicloide, 

x = a (t—sen t), y ««(1—-cos <) 

en un punto arbilrario (0<f<2n). 

Solución. E1 cooficiente angular de la tangente en cada punto es igua) 
al valor de la derivada y‘ x en este punto, es decir, 

, VÍ 


x¡ =a(l — cosf), pjiatosonf, 


y, por tanto, 


Vx' 


a sen t 

' a (1 — cos f) 


2sen yCOSy 

2 Mn ' T 


-cotgi-tg (-J-J-). 


Por consiguiente, el coeficiente angular de la línea tangente a la cicloido 

en cada uno de sus puntos es igual a tg -, donde t es el valor del 

parámotro correspondiente a este punto. Esto último signífica que ol ángulo a 
de inclinación de la Hnea tangente con respecto a\ eje * es igual a 
(para los valores de t situados entre — ji y n)*). 

•) En efecto, el coeficiente angular cs igual a tg o, donde a es el ángulo 




Funcionet htperbóllcas 
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i 19. FUNCIONES UIPERBOUCAS 

En muchas aplicaciones del análisis matemático se encuentran 
combinaciones do las funciones exponenciales del tipo (e* — e~ x ) 


y -7j- (e* + e~ x ). Estas combinaciones se 'consideran como funciones 
nuevaa y se designan: 


senn*=--—. 

2 



cosh x = 


e x + e~ x 
2 


1 

y 

1 

>^y m fangx 


£ - 7 


Ftg. 80 


( 1 ) 


La primera de estas funciones (1) se denomina seno hiperbólico 
y la segunda, coseno hiper’iílico. Conestas funciones se pueden defi- 

nir dos funciones más: tai h x — S6 "^ x y coth * = — 1 , es decir. 

cosh * senh x 


tanhz: 


cothz = 


e* - e~ x 
\e x + e~ x ' 
e x +e~ x 


tangente hiperbólica 


cotangente hlperbólica. 


<!■) 


de incünacíón de la Iínea tangcnte respecto al cje Ox. De aquí tga= 

— t g | -g") y - g" en SQuellos valoree de t, para los cualés 

■oj —y se balla entre 0 y n. 


Derivada y difercncíal 


Las funciones sont x, cosh x, tanh x tienen por dominio, eviden- 
temente, todos los valores de x. La función coth x tiene el mismo 
dominio, a excepción del punto x — 0. 

Las gráficas de las funciones hiperbálicas están representadas en 
las figuras 79, 80, 81. 

De la definición de las funciones senh x y cosh x (fórmulas (1)1 
se deducen correlaciones análogas a las conocidas entre las funciones 
trigonométricas correspondientes: 

cosh’ x — senh* x ---■ 1, (2) 

cosh (a+b) — cosh a cosh b + 

-f senh a senh b, (3) 

?> 

sonh (a + b) — senha cosh b+ 

-f cosh a senh b. (3') 

En efecto, 

cosh* x — senh* x — 


I 

_ t 

y 




0 X 




-m-m- 

^+2 + r'“-f lr +2-r*' 


Ftg. 81 

Considerando que 


cosh (a -+ b) = - 


obtenemos: 


cosh a cosh b + senh a senh b = 


e* -+ e~ a e b -+ e~ 


•+ • 


2 2 ‘ 2 2 

6°+» 4 - e ~ , ‘* b -+ c°~ b + e~ a ~ b + e° +b — e~ a+b - e°~ b -+ e~ a ~ h 


4 


e •+* -+ e~ a ~ b 


• =cosh(a4- 6). 


Del mismo modo se demuestra la fórmula (3'). 
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E1 nomlire «función hiperbólica» se debe a que las funciones 
senh t y cosh t desempeñan en la representación paramótrica de 
la hipórbola, 

** — P* = 1, 

el mismo papel quo las funciones trigonomótricas sen f y cos t en la 
representacióo paramétrica de la circunferencia 
** + y’ = 1. 

En efecto, eliminando el parámetro t en las ecuaciones 
x = cos f, y — sen f, 

obtendremos: 

+ y' <= cos J t + sen* t 
ó 

x‘ + p* — 1 (ecuación de la circunferencia). 

Análogamente, 

x — cosh t, 
y = senh f 

son ecuaciones paramétricas de la hipérbola. 



Flg. 82 Fig. 88 


£n efecto, elevando al cuadrado estas ecuaciones y restando la 
segunda de la primera, obtendremos: 

x 1 — y l — cosh* f — senh* f. 

Ya que la exprcsión del segundo miembro, según la (2), es igual 
a la unidad, tenemos: 

** — p* = 1, 

que es la ecuación de una hipórbola. 

Examinemos la circunferencia, dada por la ecuación x~ d- y 2 — 1 
(fig. 82). En las ecuaciones x = cos f, y = sen f, el parámetro f 
equivalo numéricamente al ángulo central AOM o al área doble 5 
del sector AOM, ya que f = 2S. 


8—534 
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Derivada y dljerenclal 


Señalemos Bin demostración que en las ecuaciones paramítricas 
de la hipórbola 

x = cosh t, 
y = eenh t 

el parámetro t es también numéricamente. igual al área doble del 
«sector hiperbólico» AOM (fig. 83). 

Las derivadas de las lunciones hiperbólicas se determinan por 
laa fórmulas: 

, 'á „ 1 

(senhx) = cosh x. • (tanhx) ¡ 


(coshx)' = senh z, (cothx)' = — 


cosh 2 x’ 
1 


senb^x’ 


(XXII) 


que se obtienen de la propia definición de función hiperbóh’ca; 
por ejemplo, para la función senh x— — 5 —, se tiene: 


(senh x)' ■■ 


■&fí- 


' 2 


■ cosh x. 


| 20. DIFERENCIAL 


Supongamos que la función y = / (x) es derivable sobre el 
segmento [a, 6 ]. En un punto x del segmento la, fcl la derivada de 
esta función se determina por la igualdad 


lím 


Cuando Ax-*■ 0, la razón ^tiende a un número determinado 
ax 

f' (x) y, por tanto, se diferencia de la derivada /' (x) en una magni- 
tud infinitamente pequeña: 

£' = /'(*)+«, 

Ax 

donde a —*- 0, cuando Ax —► 0. 

Multiplicando todos los tórminos de la última igualdad por 
Ax, obtenemos: 

Ay = /' (x) Ax + <*Ax. (1) 

Dado que en el caso general f (x) += 0, entonces, cuando x es 
constante y Ax 0, el producto /' (x) Ax es una magnitud infini- 
tamente pequeña de primer orden raspecto a Ax. E1 producto aAx 


Dlferencíal 
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es siempre una magnitud infinitamente pequeña de orden superior 
a Ax, ya que 

llm a lím a=>0. 

A *-*0 Ax A * -» 0 

Así, puea, el incremento A y de la función se compono de dos 
sumandos, de los cuales el primero recibe ei nombre [cuando f (x) 

=jt 0] de parte principal del incremento, que es lineal con relación 
a Ax. E1 producto f ( x ) Ax se denomina diferencial de la función 
y se designa por dy o df (x). 

De modo que, si )a función y ~f(x) tiene derivada f' (x) en el 
punto x, el producto de ésta por el incremento Ax, del argumento 
se Ilama diferencial de la función y se designa con el símbolo dy, o sea, 
dy «= f (x) Ax. (2) 


Hallemos la diforcncial de la función y — x. En este caso 

\f = (*)' = 1, 


y, por tanto, dy = dx = Ax o dx = Ax. De este modo, la dlferen- 
cial dx de la variable independiente x colncide con su tncremenlo Ax. 
La igualdad dx = Ax podrla ser considerada como definición de la 
diferencial de una variable independiente, y, en este caso, el ejemplo 
examinado demostraría que ello no contradice a la definición de 
diferoncial de la función. En cualquier caso la fórmula (2) se puede 
escribir así: 

dy = r (X) dx. 

Pero de esta correlación se dosprende que 



Por tanto, la dertvada f (x) puede ser considerada como raxin 
de la diferencial de la función respecto a la difcrencial de la varlable 
tndependiente. 

Teniendo en cuenta la fórmula (2), escribamos la fórmula (1) asi: 

Ay = dy + aAx. ( 3 ) 

Así, pues, el incremento de la función difiere de la diferencial 
do ésta en una magnitnd infinitamente pequeña, de orden superior 
respecto a Ax. Si f(x) =/= 0, aAx es una infinitesimal de orden 
superior también respecto a dy, y, por tanto: 


lim ^ = f + 
a*-*o dy 


a Ax 


lfm 

a* -* o f (y) Ax 


1 + 


ifm —~ 
a.-*o f(x) 


1 . 


8 » 



llfi 


Derivada y diferenclal 


Esto nos permite, a veces, utillxar en los cálculos aproximadoa la 
igualdad aproximada 

Ai i ss dy, (4) 

o, en su forma dcsarroUada, 

/ (* + Az) - / (*) « /' (*) A*, (5) 

con lo cual se abrevian los cálculos. 

Ejemplo t. Calcular la diferoncial dy y el increxnento Ay de la funcián 

y » 

t) para valorcs arbitrarios de z y Ax. 

2) para valores * 20, Ax 0,1. 

Soluclón: 1) Ay«(z-i- Aa:)*— x 5 = 2xAz>«f Ax* t 
dy ** (x*)' Ax ** 2xAx. 

2) Si xe=20 y AxssaO.l ontpnces: 

Ay - 2 • 20 • 0,1 + (0, i )* = 4,01, 
dy = 2-28 0,1 »4,00. 

E1 error quo resulta de la .sustitución do Ay por dy es igual a 0,01. En mucbos 
casos se le puede dcspreciar, por considerarlo pequefio en comparación con 
A y — 4,01. 

E1 problema exuminado se ilustra en la íigura 84. 
En cálculos aproximados se usa tamhién la 
igualdad aproximada que se obtiene de la ecua- 
ción (5): 

/ (* + A*) * / (*) + /' (*) A*. (6) 

Ejemplo 2. Supongamos /(x)«>s«nx. Entoncos, 

/' (x) = cosx. 

En este caso, la igualdad aproximada (6) tomaró la 
forma 

sen (x + Ax) son x-i-cos xAx. (7) 

valor nproximado de sen46°. Hnciondo x —45®=»-^-» 

*-*•-*• 

<*_«•+i--£+£g. 

Introducicndo on (7) los valorcs cniculados, obtenemos 

. a. í ^ , n \ n, .« n 

SCT1 scn (t+Í 8ó) “ “ n T + “ s T Í5Ó • 

o sea, 

aon 46” — +J^L — 0,7071 +0,7071 -0,017 = 0,7194. 



Ftg. 84 

Calculemos el 
tcnemos 
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Ejemplo 3. Si en la íórmula (7) bacemos * —0 y obtendremoa 

la siguiente igualdad aproximada: 

son 

Ejemplo 4. Si /(*) = tgz, sogún la fórmula (6), obtonemos la siguíente 
igualdad aproximada: 

tg (*+ Az) ^ tg z+ Az, 


cuando z=0 y Az = a, ohtenemoa: 

tgo <&a. 

EJemplo 5. S¡ /(z) = V x i 1* íórxoula (6), noa da: 

yi+it^yj+Y^r ai. 


Hacíendo i — 1 y Ai = a, obtenomos la ígualdad aproximada: 

Vl + o 

E1 cálculo de la diforencial de una función se reduce en realidad 
al cálculo de la derivada, ya que, al muitiplicar la última por la 
diferencial de argumento, se obtiene Ia diferencial de la función. 
Por tanto, la mayoría de los teoremas y íórmulas que se refieren 
a las dorivadas, siguen siendo válidos también para las diferencia- 
les. Por ejemplo: 

La difereneial de la suma de dos funciones derivables u y v es igual 
a la suma de las diferenclaies de estas funciones: 

d (u -+ v ) = du + dv. 


La diferencial del producto de dos funciones dertvables u y v se 
determina por la fórmula d (uv) = udv -+■ vdu. Demostremos esta 
última fórmula. Si y — uv, se tiene: 


pero 


dy — y'dx = (ui/ + vu') dx <= ui/dx + vu'dx, 
v'dx = dv, u’dx = du, 


luego, 

dy = udv + v du. 

Del mismo modo se demucstran las otras fórmulas; por ejemplo, 
la que determina la diferenciai de un cociente: 

u . vdu — udv 

si u — —, se tiene dy = -;-< 

t> ir 

Veamos algunos ejemplos de cálculo de la diferencial de una función. 
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Derlvada y diferenclal 


tg»*, dg = 2igx-^¡^iz. 


EJemplo 6. y 
EJcmplo 7. y — Vl -J- ln x, dy 


2 Vl + ln* * 

Hallar la oxpresión de la diferencial de una función compuesta. 
Supongamos 

y = / (a), u = <p (z), o ii = / Iq> (*)1. 

Según la regla de derivación de función compuesta, se tiene: 


g = (“)»'(*). 

Por consiguiente, 

dy = fu (u) <í>' (*) dx, 
pero q>' (z)d 2 = du, luego, dy = f (n) du. 

De modo que, la diferencial de una función compuesta tiene la 
misma forma que ésta tendrla en caso de quc el argumento Intermedio 
u fuera la variable independíente. En otras palabras, la forma de la 
dtferencial no depende de que et argumento de la función sea varlable 
independiente o sea función de otro argumento. Esta importante pro- 
piedad de la diferencial, que sc conoce por invariancia de la forma 
dc la diferencial , ]a usarcmos con frecuencia en lo sucesivo. 

EJcmplo 8. Sca la función yc=sen ~V x. hallar dy. 

Solución. Interpretando esta función corno función compuesta, se tiene: 

l¡ — son u, u = "\/x, 

de dondo 


pero como 


2 Yi 


du — C08 u-— dx’, 

2 y* 

dx—du, so puedo escribir: 
dp = cosudu ó dy^cos (*V») d (%/*). 


§ 21. 9IGNIFICADO GEOMETRICO DE LA DIFEREN'CIAL 
Examinemos la función 

y =■/(*) 

y su correspondiente curva (fig. 85). 

Tomemoa en la curva y = / (*) un punto arbitrario M (x, y), 
tracemos una tangente a la curva en este punto y designemos por a 
el ángulo* íprmado por la tangente y la dlrección positiva del 

*) Suponiendo quo la iunción / (*) tonga derivado iinita on ol punto z, 
entonces a ^ y. 





Derioadas de divereot órdenee 
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eje Ox. Demos a la variable independiente un incremento Ax', 
entonces la función recibirá el incremento Ay = NM,. A los valo- 
res x + Ax, y + Ay corresponderá en la curva y = f (x) el punto 
M, (x + Ax, y + Ay). 

En el triángulo MNT encontramos: 

NT = MN tg a. 

Como 

tg a = f (x), MN = Ax, 

tenemos 

NT = /' (x)Ax. 

Pero, según la dcfinición de diferencial, f' (x) Az = dy. 
Entonces, NT = dy. 



Esta igualdad significa que la diferencial de la funciin f (x), 
eorrespondiente a los valores dados de x y Ax, es igual al incremento de la 
ordenada de lo tangente a la curva y = f (x) en el punto dado x. 

En la figura 85 se ve que 

M,T = Ay — dy. 

M T 

Según lo demostrado antes, —»-0, cuando Ax-*-0. 

No siempre Ay es mayor que dy. 

Así, como se deduce de la fig. 86, 

Ay = M,N, dy = NT, es decir, Ay < dy. 


t 22. DERIVADAS DE DIVERSOS ORDENES 

Supongamos que la función y = f (*) es derivable en un segmento 
(a, 61. Los valores do la derivada /' (x) dependen de x, es decir, la 
derivada f (x) también es funciSn dc x. Dcrivando esta última función, 
obtendremos la llamada segunda derivada de la fimción / (x). 

La derivada de la primera derivada se denomina derivada de 
segundo orden o segunda dertvada de la función primitiva y se designa 
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Derivada y diferencial 


por el símbolo y’ o /' (*): 

v' = (/)' = /' <*)- 

Por ejemplo, si y = **, se tiene 

y' = 5i‘; y’ = (S**)' = 20*«. 

La derivada de la segunda derivada se denomina derivada de 
tercer orden o tercera derivada y se designa por y’, o sea, /" (*). 

En general, la derivada (de primer orden) de la denvade del 
orden (n —1) se denomina derivada de n—ésimo orden de la Junción 
f (x) y se designa por el simbolo jf<"> o /<"> (*): 

y ( ”> = (p < *- tí )'=/ , » ) (*). 

(E1 orden de la derivada se pone entre paréntesis para no confundirlo 
con un cxponente de potencia). 

Las derivadas de cuarto, quinto, sexto, etc. órdenes pueden 
designarse también por cifras romanas: y IV , y v , y VI , . < . Én esle 
caso el orden do la derivada se puede escribir sin paréntesis. Por 
ejemplo, si y = **, se tiene: 

y' — 5**, y" — 20**, y * = 60**, y lv = y< J > = 120*, y v = y< 5 > = 
= 120, y<«» = y< 7 > =.= 0. 

Ejemplo 1. Saa U íunción y=e kx (k = consl). Hallar la cxprcsión gencral 
de su denvada de urden n. 

Soluclón. p' = ke kx , j' — *V‘*, , . ., u<"> = *V‘*. 

Ejemplo 2. Sea lo función y = een *. Hallar p<">. 

Soluclóu. 

y'=coa*=sen , 

y' = — scn* = sen (* + 2-yJ . 
p" = —cos*=sen (*+3-í-J » 
p rv =sen* = sen (*+4-^-J , 


pcni =sen (* + n—-J , 

Del mismo modo se obtienen las fórmulas do las derivadas de 
cualquier orden de otras funciones elementales. 

Obtenga Vd., como ejercicio práctico, las fórmulas de las deri- 
vadas de n — ésimo orden de las funciones y = *", y = cos *. 
y = ln *. 

Las reglas indicadas en los teoremas 2 y 3, § 7, se pueden genernp 
zar para cuaiquier orden de derivadas. 
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En el caso dado, son evidentes las fórmulas: 

(u 4 - »)<"> = u<"> 4 -(Cu)< n > = Cu< n > 

Deraostromos la fórmula (llamada de Leibniz) para calcular la 
derivada de n —esimo orden del producto de dos funciones u (x) v (*). 
Para obtener esta fórmula, hallemos primero varias derivadas 
consecutivas y establezcamos después la ley general aplicable para 
el cálculo de una derivada dc cualquier orden: 

y = uv, 

y = uv 4- uv, 

y" = u'v 4 - uv 4 - uv 4 - uv" = u'v 4 - 2 uv 4 - uv", 
y” = u"v 4 - u'v' 4 - 2 u"v 4 - 2 u'v" 4 - u'ií' 4 - uv'" = 

= u"v 4 - 3 u"v 4* 3u v" 4- uv'", 
y lV aas U lV V 4- 4u"V 4" 6u"v" 4“ 4 uu'" 4- uv iy . 

Se ve que la ley de la obtención de las derivadas es válida para 
derivadas de cualquier orden y es como sigue. 

Se desarrolla la expresión (u 4- v) n por la fórmula del binomio 
de Newton y en ia serie obtenida se sustituyen loa exponentes do 
u y v por los índices del orden de las derivadas; adcmás, los exponen- 
tes cero (u°=u° = 1 ) que entran cn los términos extremos del desa- 
rrollo, se sustituyen por las propias funciones (es decir, por las 
«derivadas del orden ceroo): 

y M = (uv) M ^ u ( "V + Btt'—V + - »<"-«> u " + ... + uv M . 

Es decir, hemos obtenido la fórmula de Ltibniz. 

En rigor, se pudo llegar tambicu a esta fórmula por el rnétodo 
de inducción matemática completa (es decir, dernostrar de que, 
siendo válida la fórmula para el n —ésimo orden, es válida también 
para el orden n 4- 1 ). 

Ejemplo 3. Dada la función y = e ox z*. Hallar la derívada v<”>. 

Solución. 

u*=e ax , unx 1 , 

u l i^ae ax , v’ =2x, 

u 0 =o*c ax , v* = 2, 

t;" —ü IV = ... = 0 , 

u in) mma n t ax x i_i. na n-l 9 QX.2z+ n , Q n-a e fl«.2, 

os decir, 

y< n > = e ax la n z* -J- 2rm n -*z + n (n — 1) a*-»J. 
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| 23. DIFERENCIALES DE DIVERSOS ORDENES 

Supongamos la íunción y = / (*), donde x cs una variable 
independiente. La diferencial de esta función, 

dy =f (x) dx, 

es cierta función dc x. Poro de x puede depcnder sólo el primer fac- 
tor /' (x), puesto que el segundo, (<¡x) es un incremento de la varia- 
ble independiente z que no depende del valor do ésta. Gomo dy ea 
función de x, se puede hablar de la diferencial do esta función. 

La diferencial do la diforencial de una función se denomina 
segunda diferencial o dijerencial de segundo orden de esta función 
y se designa por d'y: 

d (dy) = d'y. 

Hallemos la expresión de la sogunda dlferencial. Gn virtud de la 
definición general de diferencial, tenemos: 

d'y = 1/' (x) dxVdx. 

Puesto quo dx es independiente de x, al derivar, dx se escribe 
fuera del signo de )a derivada. Asi, tendremos 

tPy = /* (x) (dx)'. 

En la potencia de la diferencial se omite el paróntesia. Por 
ejemplo, en lugar de (dx)' se escríbe dx'. sobreentendiéndose quo 
se trata del cuadrado de la expresión <ir; (dx)' se oscribirá dx? y así 
sucesivamente. 

Sc llama tercera diferenclal o diferencial de tercer orden de una 
función a la diferencial de la segunda diferencial de esta función: 

<Py = d (<Py) = (/* (x) dx*l‘dz = /* (x) <¡x*. 

En general, se llama diferencial de n-ésimo orden a la primera diíe- 
rencial de la diferencial del orden (n — 1), 


d"y = d (d r -'y) = [f n ~° (j) Ac n “‘r dx, 


d»» = /'>>(*)<&". (1) 

Sirviéndonos de las diierenciales de diversos órdenes, la deri- 
vada de un orden cualquiera puede ser ozpresada como la razón de 
las diferenciales del orden correspondiente: 


r (*)=*£■• /”w 


iz 

<ix*’ 



( 2 ) 
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123 


Conviene anotar, sin embargo, que las igualdades (1) y (2) (para 
n > 1) son válidas sólo en el ca90 de que x sea una variable inde- 
pendiente*). 

§ 24. DERIVADAS DE DIVERSOS ORDENES 
DE FUNCIONES IMPLICITAS V DE FUNCIONES 
HEPRESENTADAS PARAMETRICAMENTE 

1. Veamos con un ejemplo el método para obtener las deriva- 
das de diversos órdenes de Ías funciones implícitas. 

Supongamos que la función implícita y de x viene determinada 
por la igualdad 



Derivando rcspecto a x todos ]os térmínos de esta igualdad 
y teniendo en cuenta que y cs íunción de x, resulta: 

2x , 2y dy _ n 
a » + dx~ ' 


de aquí hallamos 


dy 

dx 



( 2 ) 


Volvamos a derivar la última igualdad respecto a x (teniendo 
en cuenta que y es función de x): 


dy 

fy b' y - X di 

dx? a y 2 


Sustituyendo aquí la derivada Cí / y por su expresión en la igual- 

ax 

dad (2), se obtiene: 



, b’ x 
U + z-¡ — 
<r y 


•) Sin embargo, la igualdad (2) la ascribiremos también en el caso en que z 
no aea variable independiente, pero entoncea, las espresíones ~ , ..... jjg 
se deben considerar como representacidn simbólica do los derivadas. 
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y simpíiíicando: 

<?!/ _ & 8 (aV-i- frV) 

dx 2 a‘p s 

De la ecuación (1) se deduce 

«V + b'x* - a*b\ 

luego, la aegunda derivada puede ser presentada en la forma: 


A_ bj_ 

&r = aV' 


Dorivando la última igualdad respecto a x, hallamos y así 
sucesivamente. 

2. Veamos ahora el modo de hallar las dcrivadas de órdenes 
superiores de la junción representada paramétricamente. 

Supongamos que la función ij de x víene dada paramétrica- 
mente por 


*=q>(«), \ 
y = 'f (0, / 




(3) 


y la función x = q> (<) en el segmento [t 0 , T\ tiene su inversa, • 
i = ® (*). 

Se ho dcmostrado en el § 18 que en este caso ia derivada ^ se 
determina por la igualdad 


dy 

dy _ dt 

dx 

~dt 


(4) 


¿Íy 

Para hallar la segunda derivada derivemos respecto a * la 
igualdad (4), teniendo en cuenta que t es función de z: 


t?y . d 
dx? dx 





Dertvadas de divirtoí órdtnts de luncionts impUettas 



dt _1_ 

dx dx 
dt 

fntroduciendoUsúltitnasexpresionesen la fórmula (5), obtendremos: 
• dx cfy dy cfx 

d 2 y dt dt 2 dt dt 2 



(dxY 


V dt ) 


Esta ffirmula se puede escribir en forma compacta así: 

<?y _ «p' (0 '!>" (0 — 'f' (0 <p" (t ) 
dz* [ v -(t)f 

De la misma manera so puede hallar las derivadas 


d’íí 

ddS’ 


d*u 

33’ oU: - 


Ejcmplo. Sea la función y de *, cuya representactón 
*«=flcosí, y—bs^nt, 

hallar las derlvadas ~ . 3-! • 

, dx * dx* 

Solución. 


dx d* z 

-m.-asan t; g^-acosf; 

-fc-bcosP, gU-» S e n /; 


paramétrica es 


dy _ b cos t 
dx — a sen t 


b 

——cotgí; 


d*y ( — asmt)( — b sen Q — (b Cos í) (— acosl) 

dr- (— a sen () J 


6 1 
a$ sénV 


h\* 
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§ 25. INTERPRETACION MECA.NICA 
DE LA SEGUNDA DERIVADA 

EI espacio s recorrido por un cuerpo en movimiento de trasla- 
ci6n en función del tiempo t, se expresa así: 

s = / (0. (1) 

Como es sabido (§ 1, cap. III), la velocidad v del cuerpo en un 
instente dado es igual a la primera derivada del e3paclo recorrido 
respecto al tieinpo; 


Supongamos que en cierto instante t la velocidad del cuerpo 
era v. Si ei movimiento no es uniforme, en el intervalo de tiempo 
Aí a partir de t, la velocidad variará, recibiondo el incremento Au. 

Se denomina aceleración media en el tiempo A t la razón del 
incremento de la velocidad Ao respecto al del tiempo; 



Se denomina aceleración en un inslante dajio el límite de la razón 
del incremento de la velocidad respecto al del tiempo, cuando 
éste tiende a cero 


it A v 

- lím - 

a<—e Aí 


es decir, la aceleración (en el instante dado) es igual a la derivada 
de la velocidad respecto al tiempo: 

' dv 

a= dt ' 


pero como v ■■ 


^, se tiene, por consiguiente: 

¿‘s 

1F’ 


d 1 

í * ^ 

dt ' 

ll T) 


o sea que la aceleractón del movtmiento rectilíneo es igual a la segunda 
derlvada del espacio recorrido reepecto ai tiempo. De la igualdad (1) 
tenemos 


a = f (/). 



Ecuactones de la llnta tangtnte y dc la normal 
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Ejemplo. Hallar la velocidad v y la aceleroción a do un cuorpo que cae 
libremeute on el eapacio por efecto de la gravedad, si el osp&cio recon-ido s depen- 
da dal tiempo t, aegún la eiguiente fórmula: 

,P= T ***"*" ^ 0 *"*"* 0 ' (®) 

dondo g = 9,8m/sog® es )a acelaración do la gravedad 

y valor do «, cuando < —0. 

Solucíón. Derivando, hallamos: 

Vw *~a t=í í+ *’»- w 

Do esta fórmula se deduce v Q — (y) fc=0 - 

Derivando una vez más, hallamos: 

dv d*s 

*"*“•a» = *- 

Reciprocamente, si ln aceleración de ciorto movimicnto permanece cons- 
tante y os iguai a g, la velocidad se expresará por Ia igualdad (4), y el espacio 
recorrido por la (3), a condición do quo (y)<=o “ v 0 y («)*= e =» s a . 

| 26. ECUACIONES DE LA LINEA TANGENTE Y DE LA NORMAL. 

LONGITUDES DE LA LINEA SUBTANGENTE Y DE LA SUBNORMAL 

Sea una curva cuya ecuación es 

y = / (*)• 

Tomemos en esta curva un punto M (*,, y¡) (íig. 87) y escriba- 
mos )a ecuación de la tangente a la curva dada en el punto M, 
euponiendo que esta tangente no sea paralela al eje de ordenadas. 



La ecuación de una recta, del coeficiente angular k, que pass 
por el punto M, es de la forma 

y — V¡ = k {x — x,). 

En el cBso de la tangente (§ 3), 

k =/'(*,). 
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Por tanto, la ecuación de la tangente aerá: 

y — y¡ = /' (*i) (i — ii). 

Conjuntamente con la tangente a la curva en el punto dado, 
surge con frecuencia la necesidad de estudiar la normal. 

Definición. Se denomina normal a la curva en un punto dado, 
a )a recta que, pasando por ésto, es perpendicular a la tangente 
trazada por el mismo punto. 

De la definición de normal se deduce que su coeficiente angu- 
lar k„ está relacionado con el coeficiente angular k ( de la tangente 
de la manera siguiente: 



Por tanto, la ecuación de la normal a la curva y — / (x) en el 
punto Af (ij, yi) tienc la forma 

y-Vi= — 7T~r (*— *i)« 

/(*.) 

Ejcmplo 1. EBcribir las ecuacionos de la tangento y do U normal a la curva 
y ma **, on el punto M ( 1 , 1 ). 

Solución. Puesto quo y' — 3x*, el coeffciente angular do la langcnto 
es igual a (y') x=1 =» 3. For consiguiento, la ecuación de la tangento sera 
y — l-s3(z — 1) ó t/ — 3i — 2. 

La ecunción de la normal os: 

»-»*— 

0 sea, 

1 . 4 

(fig. 88). 

La longitud T del segmento do la tangente QM (fig. 87) com- 
prendido entre el punto de tangencia y el eje Ox se denomina longitud 
de la tangente. La proyección del segmonto indicado sobre el eje Ox, 
es decir, el segmento QP, se llama subtangente y su longitud se 
designa por S T . La longitud N del segmento MR se llama longitud 
de la normal y la proyección RP del segmento RM sobre el eje Ox 
toma el nombre de subnormal y su longitud se designa por S N . 



Ecuacione» de la Vinea tangente y de la normal 
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Hallemos Ios valores T, S T , N, S N para la curva y — f (x) 
y el punto M (xj T y t ). 

En la figura 87 podemos observar quo 

QP ^ yi cotga = -^- = Ii-, 
y t 

por tanto, 



}/ Pi + —?|-= í —Vpf + 1 1, 
yí I y¡ I 

al mismo tiempo esta fígura muestra que 
PR = y t tg a = y,g;, 

y entonces 

— I y iifi I» _ 

N = Vy]+ (y t y ,) 1 =\y,Vi + y?\. 

Las fórrnulas índicadas han sido obtenidas en el supuesto de que 



Ejemplo 2. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la nonnal y lua lon- 
gitudea de la tangento, subtangonte, nonnat y auhnonnal dc la elipsc: 

X = a COS i, y — b scn t (1) 

©n el punto M (x u y t ), en el cuol 1 = -^. (fig- 89). 

Soluclón. De las ecuaciones (1) deducimos 



9-524 
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Hallemos ahora laa coordenadas del punto de tangencia M : 

Ecuación de la tangente: 

Ecuación do la normal: 

y-^=' S ='T*(*-7=1 » 0 sea » («*—bp) 1/2—a*4-6 a = 0. 

V2 6 V V2/ 

Longitudes de la subtangento y do la subnormal: 


-£== —— (x -^=) , osca, bx~\-ay — ab V2=0. 

V2 «V V2' 


V¿ 


S r = 


6 

b 


~~vr 


S/t* 


b 

V2 


Longitudos de la tangento y de \a normal: 



T 

N 


VJtATHT i-rh v3c ^- 


-^V.TTB. 


t 27. INTERPRETACION GEOMETRICA 
DE LA DERIVADA DEL RADIO VECTOR 
RESPECTO AL ANGL'LO POLAR 

Supongamos que tenemos uno curva cuya ecuacíón en coorde- 
nadas polaros os 

P = / (8). (1) 

Escribamos las fórmulas para transformar las coordonadas 
polares en cartesianas: 

x = pcos8, y = psend. 

Sustituyondo p en estas ecuaciones por su expresián mediante 0 
en la ecuación (1), tendremos: 

* = / (0) cos0, y = / (0) sen0. (2) 

Las ecuaciones (2) constituyen la represeutación paramétríca de 
la curva dada, sirvíendo do parámetro el áugulo polar 0 (fig. 90). 

Designando por <p el ángulo formado por la tangeute a la curva 
en cierto punto M (p, 0) con la dirección positiva del eje de abscisas. 
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tendtemos 

du dp 

. ~ T^senB + pcosfl 

dy dB , í¿0 

tg(p=1 S = 0 S8a ’ lK<p=: ?-' ® 


dO 


dp 

-£cos B — psen ( 

Qu 


Designomos por p el ángulo formado por el radio vector y la 
tangente. Evidentemente, p = <p — 0 


tgP = 


tg <P — tg 9 
l + tgq>tg9 


Sustituycndo tg <p por su expresión (3) y haciendo las transfor- 
maciones correspondientes, obtenemos: 


tgt* = 


o bien 


(p'sen 9 + pcos 6)cos 9 — (p'cos 9 — p sen 0) sen 8 _p_ 

(p'cos 0 — p sen 9) cOs 0 + (p'sen 9 + p cos 9) sen 9 p' 


p e = p cotg p. (4) 

De modo que la derivada del radio vector respecto al ángulo 
polar es igual al producto de la iongitud del primero por la cotangen- 



Ftg. 90 


te dtd ángulo formado por el radio vector y la tangente a la curva 
en cl punto dado. _ 


Ejemplo. 

Ct«mo iluütración, demostrar que la tangente a la espiral logarítmica 
p am e nQ forma con el radio vectcr un ángulo conatante. 


Solución. De ia ecuación de la capiral deducimos: p' - ae En virtud 
de la fórmula (4), obtenemos: 

cotgM=»^-«=»fl, es decir, — arccotg a = const. 


¥ ■. 


9 * 
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Ejeroicios para el capítuio III 

Particndo do la definición de derivada, hallar laa derivadaa de las 

funciones: 

I. y—x\ fíespuetia; 3i*. 2. y = —. fíetpuesla: —. 3. y = l/x. Respues- 


ia: 7 = . 4. 

2V* 


- . fíespuetta: ——. 

y* 2 x Vr 


x** 
5. y = 


scn**. /?r*pue*ía: 


2sen*cos*. 6. j/=:2* a —*. fíespuesia: 4*—1. 

Determinar ias tangentca de ángulos de inclinación de ]as línras tan- 

f ntos a ias curvas: 

l/=a* 3 . a) Cuando x—1. fíespuetia : 3. b) Cuando *= —1. Respuesta: 3; 
construir la gráílca. 8. y=-i-. ») Cuando * —1/2. fíetpuetia: —4. b) Cuando 
*=^1. fíetpuetia: —1; construir ia gráíica. 9. y =*y* cuando *«»2. 
puesia: -i. 1/2. 

Haliar las derivadas de las funciones: 

10. i/ = x 4 -|-3 x *—6. fíeapuesta • y'ss4**-|-6r. lt. y — 6* 3 —**. fíetpueiia: 
13. y -• — - . fíespuesta: y' = ^ Z ^ y =^2az 3 — 

2, I I í 2 

y' = 6az 3 —g*. 15. y s=6* 2 -f-4* 2 + 2*. /t«*pu¿*ta: y' = 21* 2 -f-10* 2 -4-2.16. y = 

»'-^+ 57 ^- 3 - ‘ 7 - 


3* 2* * y — 2az* — —\- c. fíespuesia: 


, 3 (*-f !)*{*— t) 
fíeipuesta: y =- ■ -g- 


18 . y = —+- 


2* 2 

1 m 2* 2n* 

m ** + n 3 * 3 


n* 


. fíespuesta: 


19. 


2 t 

"T-jrs 


_L^I+JL 

2 * g 

4-3*-f-10* 3 ). 


t 

y* 


20 . 


y— lT**— 2 y*-f5. /?íxpu«j(a: y' 

b 


mmr w ^* , 5 "3 

TT + T 7 T“ 17 í' /, " pu '" a: ' “t“ “ 


* ®. 21. y = ( 14-4**) (14-2* 1 ). fíespuesta: ¡/' = 4*0 + 
22. y 3B* (2*—1) (3*4-2). fíespuesta: y' = 2 (9**4-* — !)• 


2* 4 


23. y — (2*—1)(**—6*+3). /ferp. y' = 6x* — 26z 4-12. 24. y= 

. 4z* (26*—'**) __«-* D ., 2a ^ .... t» 

» (!,í-i«)í • 251 


a—* 
*a4-z‘ 


•''“-{5TÍ)»- 26 - 'O'-r+u- 


««.. /'(»>-w- /W"- r ^T- «»p. /'(*> 

„ *«+l „ , *»—2*>-6**—2*+l „ 

“■ flM P- »'- (? — í ~ 2 ) i -^ 


(. + 2) (. + 4) 

(»4-3)* • 

n rip . 
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jP"l |f n •— ni) — Dfl n *t 

■ • 30 ■ i/=(2* a —3)=. ií',p. S '=8*.<2**-3). 

31. y;=(* a -fa a ) B . fíesp. y =»=10 x (* a -ffl a ) 4 . 32. y =*= ~[/z* 4- o*. fíesp . y' ~ 

a— 3x 


/pf. 

a—z * 1 —* 


“yiqrr*' 33 ‘ *• ««p- »’*- 21 

H«í P . i- * — ■ 35. y^ -^SA. r. /!«p. »' =- /—'j - 

(i—i)Vi—i* xyr+í* x»y(i+**)» 

2l+t - 37. v-d + lTí)’. /i«p. 


36. g= £ ** + x + l. fíesp. y'. 


3)>'(i*+i+1)*' 


l/'=‘(l + -f/’. 38. i,“lVl+Vl + Ví. 1/ ' ■= - ^ 

Vl 2]/i + V 


= X 


i+ y* 

X f 1+— . *- !•) (l+- - t - - ) ■ 39. » = S8n*i. fítsp. |/'=scn'¿i. 

v 2 V*+yí /v 2V* 1 

40. j/«e=2 sen z-f-cos 3z. fícsp. y't=2cosx—3sen3x. 41. y = Ig (oz-f- 6). fíesp. 

I/'**•—~r ~——rr . 42. y <= -- S -. n ~ - . fíesp. y' = -— -. 43. y*c=sen 2z cos 3x. 

cos* (ar-f b) 9 1-^cosz * l-fcosz ' 
fíesp. y'«=i2cos2zcos3z—3 sen2zson3z. 44. y;=cotg a 5x. fíesp. y'*=» 
™ — 10cotg5x csc a 5x. 45. y = í sen f-f cost. fíesp. y' = f cos t. 46. y = son 9 /cost. 

fíesp. y'*=son a < (3cos a f — sen a f). 47. i/-aVcos2z. y'«— ° - f° n — . 

yc°s 2z 

tg-^+cotg-j- 

48. r=a sen 3 . fíesp. r¿ *= o sen a cos ■£. 49. y =*-. /?xxp. y' «■* 

o o o z 

2icos* + sen*i (tg-í-+cotg, 

-ínisrr- -■ “• »—(‘-»»*t) 

«2o scn 3 -i-cos-i-. 51. g=Vtg 3 *. lictp. g' = tg*sc a *. 52. g=lncos*. 


fíesp. y'=« —tgz. 53. y = lntgx. fíesp. y' — 2/scn2x. 54. y=lnsc n a x. fíesp . 

+cos*.56.g = ¡n7/l±225. 
1 * r 1—senx 


57. 7 = lntg(i+-|-). físsp. g'=— • 58. 


tff X — 1 

y'=2cotgx. 55. y =- ^ - ^ ■ . fíesp. y'«=senx 
fíespy 

*=ser. (x-f-a) cos (x-fa), /?«xp. y' = cos2 (x-f-a). 59. f (x) = sen(lnx). /?«p. 
/•(*)_S2ÍÜH£). 60, /(*) _ lg (ln *). fíesp. /'(*) = 8C -- ( Í2 - ^ . 61. /(*) = 

*=sen(cosx). /?rip. /' (x)= — sen xcos (cos x). 62. r = y tg 3 q> —tgip-f <p. 

fíesp. = tg B <p. 63. / (x)=(x cotg x)*. fíesp.f’ (x)=»2xcotgx (cotgx—x csc *x). 
64. y =*ln (ax-f 6). fíesp. y'=a/(ax-f-6). 65. y = loga (x*-fl). /?«p. 

—( *y+l) lno • 66 - » = l"ií|- /? »P l''-i/^- 67 -!' = lo e 3 < ;r *- a ‘ n *)- 

*■"• 66 -8= ln iír*- 

2x-4-l 3x* — 2 

*= ln (** + *)■ /?«p. lf # « • 70. y = ln (x 3 —2x-f*5). fíesp. y • 
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71. y«=xlnx. Retp. y'*srln*-f-l. 72. y=»ln 3 x. Resp. y’ 


73. y = 


■ ln(x + yí+x 1 ). jRetp. y' ^;-iL ===|. 74. y — la(lnx). y' — • 


75. /(*) = ln j/{2|. Hetp . /'(*)= 5 


76. / (x> =a ln - 


/ j 3 4-1 — x 


Retp. /'(*)« — 


. 77. ^«yoá+i *—a ln ° — . /í<*p. y' = 


V* a -M» 
” ** 

1 


yi+** _ _ 

78. yln(*-f Vx*/fo*) — • Resp. 

79. y- - +4-1® tg 4 . *«P. 


2 sen* * 2 

1 ^ son z a . 1 -f sen» * . 

“ son** ' v ~ 2 coa* * ' ***' ^ ™ 2 cos 3 * 

81. y=»-~ lg*x-f lncos*. fíttp. y' = tg**. 82. |/“e°*. fíesp. y' =ae aX . 

83. y = e** + *. fíesp. y’= 4e 43t+ *. 84. y = o**. fíesp. 2xa* 2 \no. 85. y«= 7* í,+,2af . 
/?eip. y'*-2(x-f 1) ^+^lnT. 86. /?<rap. y'= — 2*e aa ~* 4 lnc. 

87. y = oe /?eep. y' = — 1—e*'*. 88. p«=»o®. /?e«p. r' = a 0 Ino. 89. p» 

2 V* 

=o ,Q ® fíetp. ¿g= ° ln9 e lPg • ^ 0 - y-** (t—f*). y' — (1—•2*—**). 

«• 8-fef «t.p. 92. ir=ln j—• »«P- v'tFT* ■ 

xx 5 „í 

93. 11 —y [ e< ‘~‘ “)■ n, ‘ p ’ V ’~T *)■ M ' ¡'=« se “ I - fíe, p. u' — 

— «M**cos*. 95. u = a'* n *. Reap. y' = nai* »* ac* n* Iq 0 . 96. y = «c»**son*. 
R.tp. y' = «o° 8flC (cos*— son 3 *). 97. p = « x lnsen*. Retp. v' = « x (cotg* + 
+ lnsen *). 98. v = i’’e*»“*. Retp. v' = *"-‘e Mn x (»+* cos 1 ). 99. y—a*. 

Retp. \/' = x* (lm + 1). 100. y=¿.Resp. v' =* x ( * gi°* ) • 191- V —* lnx . 

Retp. v'=*ln*-i lni*. 102. y=e**.Retp. ¡,' = .** (l+ln*)* x . 103. y = (*/n)"«. 
Retp. y' = n (^“(l + ln -í.) . 1(W. 9 = *»»*. Retp. i*en*x 

X ^555*+l n *cosi) . 105. y = (sen *)*. Reep. (sen*) x (lnsen*+*cotg*). 
106. V = (sen*)<« x . Resp. |('=(sen*)i« x (l+sc a *ln senx). 107. » = tgx 

X í^' «“P- P' - (l+! x ). co; .l^p - 108 ' »-*"“V*=S i - 

2* lu2. 109. o = 10 x ‘8 x . Resp. y' = 10 x t« x In 10 X 

2 \/T=& 


x (‘« i+ í3k)' 
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Calcular las derivadas de las funci oaes siguieutes, hallando proviamente 
sus logarítmos. 110. y'lgÍIjjj.. R e¡p . r (x+ 

+ **;). m. ,-<*+<)»-- r ^1S±&3R=& X 

i*-f 1 1-1/ {/(í—3)* VT*-3)* 

X (*+í + 4(*—2)~5(i-3)} • 112 ‘ *■" (x+2)«"(* + 3)* • W “ P ' ‘' ,= 


(x-H)(5s» + lto + 5) 

(*+2)*(*+3)» ' " 

— 16ti«+4«0x—271 


(*-3)’ - 

114 






“ eo {/ (*- í)‘ v <*—2)» V(*—3)« ’ 

_l_+3^—2 j< ll5 „ = I 5 (a + 3x) 3 (fl — 2x) 4 . K’=.5i*(a+3i)»x 

<!—*•)= 

X (a — 2a) (a*+2ajr—12a*). 116.' y -- arcsen —. Resp. u' --— 1 117. 

“ V o>—i* 

y»(arcsenx)». Hesp. „ ’ = . 118. p-=arctg (x» +1). /írrp. „’«= 

“ 9 - ^“«0‘gi^j- /f«P- = 12U - Jt = «ee»s<*»). 

— p*- i2i. „ = í£í52if. /?„ p . y ’_-<.* + V: i -* , « rM ”»). 

yi-o* * p a»yi-x» 


. 123. „ = xy a »—x»+a»x 


X-t-1 1 

122. y — arcsen-- . Retp. y' =— - - 

V 2 Vl—2x— 

X arcsen . Aesp. y'*= 2 ya 3 —x a . 124. y = 1/a a —x a -f-a arcscn — . /f«p. 

•'-lfsg- 125 • “ =arctg T=^- /f ‘ ,p - 4 ir“nh¡' 126 - =71 x 

Xarctg • Rssp. y*g=~- ^ ^^. - . 127. y = x arcsonz.it esp. y' = arcsenx-j- 

-f—- A—_ r . 128. / (z)— arccos (ln x). iíesp. /'(z)=«- - * ■■ ■ - - 129 


/ (x) a» arcsen Vsenx. it«p 


f (*) 


2 Vsen z—son a x 


x V1 — In* x 

130. y a 


y^iT c^ ' V (0<ar<K) ' /f " p ' »'“4 ■ ««• „ = ««»«*./f„p. y' 


= atc ‘fr + 1 + cosx .. . - “ - 2 

fOrClg X e x- e -x 2 

. 132. y =»arctg --—. hesp. y'=* 


1-f x* 


«-* 1 


y = xarcson x. 


itesp. y'^xarcseox ( x J¡ -. 134. y = arcsen (sen x). fíesp. y' = 

V x yi—x*/ 

Jf_/ -fl en los cuadrantes lf® y 4<> <aK _ _ 4senx 

z|"\ *-l en los cuadrantes 2° y 3° * y — arctg g g CQ3 g « 


Jcos 


flMp - p '~ Í T +3co3x ' • l36 - ■ /f " p - »'■ 
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- 7«-T« ' 137 ' y=In (|íí) ~T • rcl 8 I - ' ,38 ‘ 


— -fln "|/lH"-* 1 4’arctgx. fíeap. y '- 


I . 

■T ,n 


_£+i_ 


z*+í 

jr+? •*»• 
1 


víí3í+í + t 71 arctg ^vf ■ " e,p - ''--*rr* 


,lo i±iÜp±í!+2 arctg ^. 
l-xV2+l* »-** 


vi 

— 3 

2n | x I 1 


Retp. y '« 


41/2 

s T+i* * 


. 139. 

140. y = 
141. 


i* n —1 

«—arccos ——- . Resp. - , ■ . ■ . 

x »n + l r X (3r**+l) 

Derivación de laa funcioncs Implfcitas 

Hallar ~r~s\: 
dx 

142. y*-=.4px. fíesp. 143. r=sa». Retp. 

144. b 2 ic* -fa*y* — o 4 6 2 - Resp. sm—^LJL . 145 . yt —3y*f2ax«=0. Resp. ^ = 
dz a*y dx 

- 2 2 

x T +i( 3 . 


&■ 


1 «. 


• g(i-i,*) • w8 ‘ r2 +» 2 -“ s . = 

2 __ 

= o T . j/ JL. 148. ir»-2xt,+4*=0. /í«p. -ií. 


» — * 

149. !* + »*—3ax¡,=.0. /f«p. = 150. (,= cos (x+j,). fíesp. ~ — 

sen(x-fy) ... . . n dy l-f-ys«n(xy) 

l-|-S6n(x-f y) ' dx xsen(xy) 

Hallar ~L de Ias íunciones dadas paramétrlcamente: 

152. x=a cos í, y«=6sení. Resp. = —y cotg t. 153. x = a(i — sen <)i y=* 

«*a(l—cosi). /?«jp. = cotg . 154. í^a cos 3 í; y=.6son 3 r . Resp. 

• 7?w P- “*• ,5 «- 


* — — tg t. 155. x = 


3a¿ 

1-H* : 


3af* 

' l + <* 


«■21ncotgx, ocrtg«4 cotgs. Dcmostrar <l uo '5^’~tg2í. 

Hnilar las tangentes do los ángulos de inclinación de las Kneas tnngcn- 
tos a las curvas: 

157. x = cosr, y = sont en el punto x«=— y, y = +'3/2 . Construir Ia grá- 
fica. Retpuesia: 1/V3"- 158. x*=2cosi, y —sfiní en el punto x*ol, y=* 
=* —1/3/2'. Conatruir la gráfica. Respuesta: -i-'V/3. 459. x = a(¿—sent)» 
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p£=a(l~coat) cuaodo fa=n/2. Cooatruir Ja gréfica. Respuetta: 1. 160.«» 
= acos 3 í, y=ason 3 t cuando t»-^-; Construir la gréfica. fíespuesta: — 1. 

161. Un cuerpo lanzado al espacio, forraando con la horizontal un ángulo a, 
describe en el vacfo, por accióu do la gravodad, uoa curva (parábola), cuyas 

ccuaciones son: *«jp 0 cosai, y = i>osenat—^-(f=-0,8 m/seg a ). Sabiondo quo 

a —60°, y 0 — 50 m/seg, determinar la dirección dol moviraicnto, cuando: 
1) l-a 2seg; 2) te=7seg. Construir la gráfica. Respuesta: 1) lg q>j -- 0.048, 

<J>,-43°30'; 2) tg 93*=—1,012, ®2=, 4.134°7'. 

Hallar las diferencialos de, las fuocionos sig utontes : 162. y=»(a a —x a ) 8 . 
fíespuesta : dy «=—lOz (a*—x*) 4 dx. 163. y=»Vl+**» fíespuesla: dy *= 

c■ X *** — . 164. y=t-i- tg*x-|-tgz. fíespuesta: dy — SC é zdx. 165. y =» 

yi+x* • 

*ln* - , . D . . j lazdx 

z + ln ( 1 — g )- Rttpuesta: dy= ^_ t2) • 

Calcular los increoientos y difercnciales de las funcionos: 

166. y=s2»* — x, cuando x — 1, Ax = 0,01. fíespuesta: Ay —0,0302, dy=>0,03. 

167. Dada y = x 3 -j-2r. Hallar Ay y dy, cuando x = —1, Arer0,02. fíespuesta: 
Aya.0,008808, dy= 0,1. 168. Dada y = 8«nx. liallar tfy, cuando xc=n/3, 

Ax-=n/l8. Respuesta: dy = -^-m= 0,00873. 169. Conociendo quo aon60° = 
00 

*=V3/2 — 0,866025; cos60°=*-^-, ballar los valores aproximados dosenCO^' 

y sen 60°18\ Comparar los resultados con datos tabulares. Respuesta: sen 60°3' 
0,866461; sen 60°18'«^0,868643. 170. Hallar el valór aproximado do 
tg 45°4'30*. Respuesta: 1.00262. 171. Conociendo que log, 0 200=-2 30103. 


Derivadas do divorsos órdencs 172. y «=3x a —2x* + 5x — 1. Hailar y*. 

__12 

Resp. 18x—4. 173. y=*y'' r x 5 \ Hallar y'". Resp. “^x *• 174. y=x*. Ha 

llar »<•>. Rt.p. 6!. 175. . Hallar u'. R'*P- ^ • 176 - »- 

. Hallar y". fíetp. - • - - «77. v = 2 VI. Hallar 

(oa—1>) y 0 >—1= 

/i«p.-Í5_. «78. p^az* + bx+e. Hallar p". Jtesp. 0. «79./<*) = 


Ib(i4 -1). Hollar / ,v (*). /iesp. -t-ttS' 180- 9 ~ tg*. Hallar 9". 

(J*j- 1)* 

Resp. 6sc 4 x —4 sc* x. 181. y«=lnsenx. Hollar y". /?«p. 2cotgxcsc?x. 
182. /(x)=»Vsc^. Hallar f(x). Resp. f' (x)«3 (/ (x))*~/(x). 183. y = 
= -¿7 • Hallar / Iv (a). /ir.p. j . «84. p = (?> +«*) arctg -1. Ha- 

llar -0 . n»p. . «85. 9-f («~ + *~) • Hallar -g-. /»«P- X. 

186. y = cos oz. liallar y <n >. Resp. a n cos (ax-f nn/2). 187. y=»a x . Hallar y‘ n >. 
flcrp. (1 d o) n a*. «88. 9 = In(«+i). Hallar pi">. /icsp. (—1)»-«-^^. 
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i89. H * 11,r (i • ,9<l - »-***• Ha - 

llnr y(">. ritsp. c*(x+n). 191. ¡f = *"-‘lni. Hollar v""- Hcsp. — 1 — . 

192. M = son«i. Hollar »>”>. Hesp. — 2 "-‘oo 3 ( 2 *+nn/ 2 ). 193. ü = Senr. 
Hallar «< ni . Reip. z sen(í + nn/2)~nccs (r+nn/2). 194. Si j = 

jly 4 41“ 

demostrar que p'—2p'+2g = 0. 195. p» = 4ox. Hollar-J+-. flesp.--j-. 

196. 6 »r=-|-«V = a«¡>». Hallar y -0 ■ flrrp. —^ 197 - **+ 

4-l,* = r«. Hallar . fl«p. —~. 198. k » — 2rp = 0. Hallar *£|- . 

Reip. 0. 199. p = tg(<p+p). Haliar Reap. _ 2 ( J + 8 *^+ . ?P , > . 

200. sc cp- cos p=C. HaUar ■ Rtsp'. . 201. a*+i=c»+p. Hallar^j. 

flrsp. (l ~ ? t X < 7+í)»~ >l ' > • lí , +*»- *>zy =°. Hallar -^-. flrrp. 

- 2a ?59 „ . 203. x -— c (í—aont), p = a (1 — cos t), Hallar . 

(y 3 - ai) J o* 4 

fleip.---L-——. 2(W. x«=ocos2{, y = 6sen*/. Demostrar que-í-r *• 0. 

r 4 a sen 4 1 /¿ 

Jjj. 9 COS Í 

205. x=a cosf, p = asent. Ilallar -^+ 5 -. Resp. — . 206. Deroostrar 

d* n d an+ t . 

quo (sonh x) = senbx; ¿ x in %[ r ) — cosh x. 


Eouaclones de lo tangeote y de la normal. 

Longitudes de la subtangeote y dc la subnormal 

207. Escribir las ccuaciones do la taogonte y de la nonnal a la curva 
y = x 3 — 3x* — x -f- 5 en el punto M (3,2). Respucsta: tangenteBx — y — 22 

= 0; normal x •+■ 8y — 19 <= 0. 

208. Hallar las ocuacioncs do La tangonte y do ln normal, las longitudes 
do la subtangente y aubnormal de la circunícroncia x* -f- y 1 = r* en ol punto 
M (xt, y t ). fícapuesta: tangente xx t -f yy 4 =» r*; normal x t y — y t x *■ 0; 

*T—(?!l • 5Nt= I — *i I- 


io4. Demostrar que la subtangento correspondiente a un punto arbitrario 
_j la parábola y* = 4 pz queda dividida por el vórtice en dos portes igualcs 
y que la subnormal es conatante e igual a 2 p. Construir la gráfica. 

210. Hftllar la ecuación de la taugonte en el punto M (x », yi): a) A ia 


elipse Respuesta ; 


.SL + .KgL«l > b) A la hipérbola 
«a o* a- 

- -t. 211. Hallar la ecuacíón dc la tangente 

u~ u- o* 

y de la normal a la curva de Agnesi y= + on el punto dondo *=2a. 
Retpuesta : tangente x-+-2y = 4a; normal y=2x—3a. 
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212. Demostrar quo la normal a la curva 3y_s&r — 5a 3 truzada en ol 
punlo M (1, y) paaa por el origen de las coordenadas. 

213. Demostrar que la tangente a la curva (-jj-)”—,2 en el 

punto M (a, 6) está dada por la ecuación -^-=2. 

214. Hallor la ecuación do la tangonte o la parábola p*=20* que forma 
con el ejo Ox un ángulo do 45°. Respuesta : y=s f-f5 (en el punto (5, 10)1. 

215. Hallor las ecuaciones.de las tangentes a la circunferencia x* f y»=^52, 
paralelaa a la recta 2x -f 3y — 6. fíespucsta: 2x -+■ 3y ± 26 «= 0. 

216. Hallar las ecuaciones do )as tangcutea a la hipérbola 4a* — 9 y 1 =» 36, 
perpexidículares a la recta 2y -f 5x = 10. Rcspuesta: no existcn talcs tangentes. 

217. Domostrar que el segmento do la tangente a la kipérbola xy *■= m, 
comprcndido entro los ejes de coordenadas, se divide por el punto de tangoncia 
en aos partes igualea. 

2 2 

218. Domostrar que el scgmento de la tangonto a la astroldo r^+ji 3 «= 
2 

«=-a 3 , comprendido entro los ejes de coordenadas, tiene longitud constanto. 

219. Hallar el ángulo a bajo el cual se cortan las curvas y ->a x o y=*b x . 

D .. lna — lnb 

tgoc- l + | n ..[^- 

220. Hallar las longitudes do la subtangonte, subnormal, tangento 
y normal do la cicloide i«a (6—sen 0)j y==a (1— cosd) cn el punto on que 

0^=-~. Resputsta: s T = a; T=*al^2; N~*a'V2. 

221. Hallar los valorcs s T , s^, T y N para la hipocicloide xa=4«cos a /, 
y = 4«j scn 3 /. Respuesta : s T =t —4asen 9 <cost; ss ” —4a * ; T**4a sen s /; 
JVesrícsen* / tgl. 


Problemas dlvcrsos 

Calcular derivadas de las funciones: 222 . y •=;~~Y ^ ri tg ("T—r) ' 
*"» m - I R"P- =-. 224. y = 

= a rcsen( 8 en i).fl«p.y'- T ^ í -. 223. y «Ktg (|/|=j tg y ) 

(o>0, &>0). fí'tp. a+ y co , x • 228- R'SP- 

227. y = arcsen V1 —a¿. Resp. U’ — — 7-^-1 -—- . 

I x l yi—** 

228. De las fórmulas porfl calcular el volumen y la superficie de In 

esfera v=4-nr a y *=»4nr a , so deduco que ~=as. Explicar ol significado 
o • ar 

gcométrico de este resultado. Hallar la correlación análoga entro el área 
del circulo y la longitud de la circunforencia. 

229. En cl triángulo ABC el lado o se expresa a través do los otro 3 
dos lados b, c y el ángulo A, íormado por estos últimos, mediante la fór- 
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mula a — V ¿8 + c*—Zbe co sA. Sicndo invariablcs b y c, a es una íunción 
del ángulo A. Dcmostrar que -— = / 1 ^, donde es la altura del trlángulo 

que corrcspondo a la bose a. Interpretar el significado geométrico de cste 
resultado. 

230. Empleando ol concepio de diferencial, interprelar cl origon dc las 

fórmulas aproximados ~[/ a l + b a-h , 'f'a 9 -j-b xst «4- , donde \b\ 

es un númoro pequeño, en comparación con a. 

231. El periodo de oscilaoiones de un péndulo os T =** n j/^"j 1 • ¿Q u ó 

iníluoncia ejerce cobre el error, al calcular el valor del período T, un crror 
de) 1% cometido al tnedir: 

1) la longitud dol péndulo l\ 2) la aceloración de la fuerza degravedad g? 

fíespuesta: 1) %,* 2) 


232. La tractriz tiene lu propiedad de que cn cada uno de sus puntos, 
el segmento de la tangente T es de longitud constante. Pemost rar esto. 

1) dada la ecuación de la tractrii: x = V —y*-+-4- ln á (a>0); 

* a + V a* — y* 

2) dadas las ecuaciones parainétrlCAS 


' (lntgy -f-cost^ 


y=a sen t. 


233. Dcmostrar quo la función y —Cjtf-^+Cje -2 * satisface la ecuación 
p*-4-3y' + 2y = 0(Ci y C 2 son con3tantes). 

234. Suponiendo que p = * x 8onx, i = «*cosar, demostrar que 

y' ~2z, *' = -2 y. 

235. Demostrar que la funcióu y = sen (m arcsen x) satisface la ecuación 
(1 — x a ) y'—xy # -j-m*y=» 0. 

y_ 

236. Demostrar que, si (a — bx)e x «z, ae tiene: 
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TEOREMAS 

SOBRE LAS FUNCIONES DERIVABLES 


$ i. TFOREMA SOBRE LAS RAICES DE LA DERIVADA 
(TEOREMA DE ROLLE) 

Teorema de Rolle. Si una función f (*) es conttnua sobre el seg - 
mento [a t 6] y derivable en todos los puntos interiores de éste , reducién - 
dose a cero en los extremos x — a y x — b y [f ( a ) = f (b) = 01, enton - 
ces , dentro del segmento \a y 6| existe por lo menos un punto, x = c, 
a < c < b y en el quc la derivada f' (x) se reduce a cero % es decir , 

r (o - o*. 

Demostración. Puesto que la función / (x) es continua sobrc ol 
segmento (a, 6], debe tener en óste su valor máximo M , y su valor 
mínimo m. Si M => m, la función / (x) es constante, es decir, tiene 
una valor constante / (x) = m pura todos los valores de x. Pero, 
en este caso, en cualquier punto dei segmento /' (aO = 0 y ol teore- 
ma queda demostrado. Supongamos ahora que M += m. Entonces, 
por lo menos uno de estos uúmeros no cs igual a céro. 

Para concretar, supongamos quo M > 0 y que la fnnción toma 
su valor máximo cuando x = c, es decir, / (c) = M. Gbservemos que 
c es diferente dc a y de b ya que, segün ía condición, / (a) = 0, 
/ (b) — 0. Si/ (c) es el valor máximo de Ja función, entonces / (c + 
-f Ax) — / (c) < 0, tanto para hx > 0, como para \x < 0. 

De aquí se deduce que: 

/Ji±Mz/w<o 

Ax 

f(c + Áx) —f(c „ 

a; >0 ’ 


cuando 

Ar >0; 

(0 

cuando 

Ax < 0. 

<n 


Ya que f según la hipótesis del teorema, existe )a derivada en el 
punto x => c t entonce9, p&sando al límite, cuando Ax ->» 0, obtene- 


>) E1 número c so denomina raít de la funclón 9 («}, ai 9 (c) =» 0 
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mos: 

l!m / , ~ ! S C ) = /* (c) 0. cuando Ai > 0; 

tkx — o Az 

lím /( c = f' (t) 0, cuando Ai<0. 

Ax —0 Ax 

Poro las correlaciones /’ (e) .< 0 y /' (c) 0 son compatibles 

sólo nara el caso en que /' (c) = 0. Por tanto, dentro del segmento 
la, if hay un punto c, en el cual la derivada /' (x) os cero. 

E1 teorema sobre las raíces de la derivada tíene una interpreta- 
cion geométrica muy sencilla. Si una curva continua, con tangente 




Ptg- 01 


Ftg. »2 


en cada uno do sus puntos. corta el eje Ox en los puntos de abscisas 
a y 6, entonces en esta curva existirá por lo menos un punto dc absci- 
sa c, a < c < 6 , en el cual la tangente es paralela al cje Ox. 

Observación 1. E1 toorema dcmostrado es también válido para 
una función derivable que en los extremos del segmento la, b) no 
se reduzca a cero, sino tome valores iguales: / (a) = / (ó) (£ig. 91). 
La demostración es análoga a la anterior. 

Observación 2. Si la función / (x) es tal que no tiene derivada en 
todos los puntos del segmento (a, M, el teorema puede ser falso 
(es decir, que en este caso, en el segmento [a, b) puede no existir 
un punto c en el que la derivada /' (x) se reduzca a cero). 

Por ejemplo, la función 

y = f(x) = \ — V~? 

(fig. 92) es contimia en el segmento l—1,1] y so reduce a cero en los 
extremos dol mismo; sin embargo, la derivada 
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no se reduce a cero dentro del aegmento. Esto se debe a que dentro 
del mismo hay un punto x — 0, en el cual no existe derivada (se 
reduce al inflnito). 

La gráfica de la figura 93 nos da un ejemplo más de una fun- 
ción, cuya derivada no se reduce a cero en el segmento [0, 2]. 



Para esta función tampoco se cumplen las condiciones del teore- 
ma de Rolle, puesto qne la función no tiene derivada en el punto 
x = 1. 


% 2. TEOREMA SOBRE LOS ÍNCREMENTOS FINITOS 
(TEOREMA DE LAGRANGE) 


Teorcma de Lagrange. Si la función f (x) es contlnua sobre el 
segmento la, 61 y derivable en todos los punlos interiores del mismo, 
dentro del segmento la, b\ cxlstirá por lo menos un punto e, a<e < b 
en que 

f (b) - / (a) - r W (* - *)■ _ (1) 

Demostración. Designemos por Q el número tiifl — ti5l , es 

o — a 

decir. 


c _ Hb)-Ha) 
V b—a' 


( 2 ) 


y examinemos la función auxilíar F (x), determinada por la igualdad 
F(x)=f (z) — f (a) — (z — a) Q. (3) 

Veamos e! significado geométrico de la función F (z). Para 
ello escribamos primero la ecuación de la cuerda AB (fíg. 94), te- 

niendo en cuenta que su coeficiente angular esigual a Q = t-Ül — Lííl 

D “ O 

y que Ia cuerda pasa por cl punto (a; / (a)): 

y —f (a) ~Q (x — a); 


do donde, 


V = / (a) + Q (X — a). 
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Pero F (x) = f (x) — I/ (a) -j- Q (x — o)). Por tanto, para cada 
valor de x, F (x) es igual a la díferencia entre las ordenadas de la 
curva, y = f (¡r), y la cuerda y = f (o) Q (x — o), para los puntos 
do una misma abscisa x. 

Es fácil ver que F (x) es continua sobre el segmento [o, 6), 
derivable en su interior y se reduce a cero en los extremos, es decir, 



F (a) -■ 0, F (b) = 0. Por eso, a la función F (x) so puede apllcar 
el tcorema de Rolle, según el cual, dentro del sogmento existe un 
punto x = e, de tal manera que 


F' (c) = 0. 

Pero 

F’ (x) = f (*) - <?• 

Es decir, 

F' (c) =r (c)-Q = 0, 
de donde . 

q = r (c)- 

Sustituyondo el valor de Q en la igualdad (2), tendremos: 


/(!>)-/( o) 

b — o 


f(c). 




de donde se deduce directamente la fórmula (1). Así, pues, el teorema 
queda domostrado. 

Con el fin de aclarar el significado geomótrico del teorema de 

Lagrange veamos la figura 94. En ésta, ia magnitud ^ ^ 

representa la tangente del ángulo a de inclinoción de la cuerda que 
pasa por los puntos A y B de la gráfica y cuyas abscisas son a y b. 

Por otra parte, f ( c) es la tangente del ángulo de incliuación 
de la línea tangento a la curva en el punto de abecisa c. De modo 
que, ei significado geomótrico de ia igualdad (l'), equivalente 
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a la igualdad (1), es el siguiente: si por eada punto del arco AB 
puede trazarse una tangente. existirá en este are.o, entre A y B, 
un punto C tal que en fete la línea tangente sea paralela a la cuerda 
que une los puntos A y B. 

Observemos, ahora, lo siguiente; puesto que el valor c satis- 
face la condición a <Z c C b, entonces, c — a < 6 — a, o sea, 
c — a = 0 (fe — o), 

donde 8 es un número comprcndido entre 0 y 1. es decir, 

0 <c 8 < 1. 

Pero, en este caso, 

c = a 4- 6 (6 — a), 

y la fórmula (1) puede tomar la forma que Sigue: 

/(6) — /(o) — (ó — a)/’(a + 8(6 — a)|, 0<8<1. (1”) 

9 3. TEOBEMA SOBIÍE LA RAZON »E LOS INCREMENTOS 
DE DOS FUNCIONES (TEOREMA DE CAUCHY) 

Teorema de Cauchy. Slendo / (r) y ip (x) dos funciones continuas 
sobre el segmento la, 61 y derivables dentro del mismo, y si, además, 
<p' (x) no se anula en el interior del segmento, entonces dentro de éste 
existirá un punto x = c, a < c < 6 tal que : 

/(6) —/(a) _ f(c) (1) 

<¡> (6) — <p (a) <p' (c) 

Demostraeión. Definamos el núínero Q pór la iguatdad 

<?-. m~m . ( 2 ) 

q(6) —<p(a) 

Observemos que <p (b) — <p (a) 0, ya que en el caso contra- 

rio <p (6) seria igual a q> (a), y. según el teorema de Holle, la deri- 
vada <p' (x) se reduciria a cero dentro del segmento, lo que con- 
tradice a ia hipótesis del teorema. 

Formemos una función auxiliar 

F (x) = / (a) — / (a) — Q [<p (x) — <p («)1. 

Es evidenle, que F (a) = 0 y F (b) = 0 (que se deduce de la 
definición de la función F (j*) y de la de ^). Teniendo en cuenta que 
la función F ( x ) satisfaco en el segmento ía, ¿>1 todas las condiciones 
del teorema de Rolle, deducimos que entre a y b existe un vaior 
x ~ c (a < c «< 6) tal que F' (c) = 0. Pero, F' (x) — f' (x) — 


m 534 
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— <?<p' (x) y entonces 

r(c)=f{c)-Q<r(c)= o. 

de donde: 

<P'W 

Sustituyendo el valor de Q en la igualdad (2), obtendremos la 
igualdad (1). 

Observación. Contrariamente a lo que parece a primera vista, 
et teorema de Cauchy no se puede demostrar aplicando el teorema 
de Lagrange a los dos términos de la fracción 

/(&)-/(») 

<p(6> — <p(a) 

En efccto, en este caso obtendríamos (después de reducir la 
fracción por b — a) la fórmula: 

/ (ó) — / ( a ) f(¿.) 

<p (ó) — <p (o) q>' (f») ’ 

en Ia que a<c,<.b, a<c z <b. Pero como, en el caso general, 
c j c 2 , el resultado obtenido, no confirma, evidentemento, el 
teorema de Cauchy. 

s 4. UMITE DE LA HAZON DE DOS INFINITESIMALES 
(«CALCULO DE LIMITES INDETERMINADOS DEL TIPO -j-») 

Supongamos que las funciones / (x) y q (x) satisfacen las condi- 
ciones del teorema de Cauchy en cierto segmento ta, 6] y se reducen 
a cero en el punto x = a del mismo, es decir, / (a) = 0 y q> (a) = 0. 
La 187.00 iííi no está definida, cuando x — a* pero tiene, sln 

<p (X) 

erabargo, un significado bien deterniinado para los valores de x a. 
Por tanto, se puede plantear el problema de hallar el límite de esta 
razón, cuando x —*• a. E1 cálculo de los límites de esta índole se llama 

habitualmente «cálculo de límites indeterminados del tipo -£-* . 

Nos hemos encontrado con problemas de este gónero cuando 
considerábamos, por ejemplo, lím ■y cuando hallábamos las 

jr-*0 x 

derivadas de las funciones elementales. La expresion no 

tiene sentido, cuando x = 0, es decir, la función F (x) « 


8en x 
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no cstá definida, cuando x = 0, pero hemos visto que el lfmite de la 
expi'esión , cuando x 0. existe y es igual a 1. 


Tcorcma (Regla de L’Hospital). Supongamos que las funciones 
/ (x) y tf (t) salisfacen en cierto segmento la, 61 las condiclones del 
teorema de Cauchy y se reducen a cero en el punto x =- a, es decír, 
I (a) - <p ( a) — 0; entonces, si existe el límite de la razón - 

/(*) 

9( J ) 


9' (x) 


cuando 


existirá también lim 


y además : 


lím lím XM-. 

o 9 \x) x -* a <p‘ (x) 

Demostración. Tomemos en el segmento la, 6| un punto x s* a. 
Aplicando la fórmula de Cauchy, tendremos: 

f (x) — / (a) _ /•(£) 

9 (*) — 9 (“) 9(6) ’ 


donde £ se encuentra entre a y x. Según la coudición,/ (a) = q> (a) = 
= 0. É6to significa que: 


/(») ^ /~(£) 
9(») 9'(6) 


( 1 ) 


Si z - a. también £ — t- a, ya que £ está comprendida entre 
x y a. A1 mismo tiempo,si lím - ,j í ~ A, entonces existirá también 

x-*a r 

lím igual a A. - 

i-a 9 (s) h 

Kstá claro que: 


i ¡in m. = lím m = líni m = lím n± =Ai 

*-o <p(i) *“T« 9 (£) s-»o 9 '(£) jí-*-o tp'(x) 


y cn definitiva: 


lím 


/(») 

9 (*) 



r(x) 

9 ( x ) 


Observaciún 1. EU teorema es váiido también en el caso en qne 
fas funciones / (r) ó 9 (z) no están definidas en x = a, pern 

lím /(i) = 0, 1 lím 9(x) = 0. 

x — a x -* a 

Para reducir este caso al examinado anteriormente, es necesario 


10 « 
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definir adicionalmcnte las funciones f (z) y cp ( x) en el punto x = a 
de tal modo que éstas sean continuas en dicho punto. 

Para esto es suficiente poner 

/ ( a )«lím / (x) = 0; qp (<?) = lím <p (z) = 0 # ’ 

x -* « x «► a 


ya que, evídentemente, el límite de la razáu 


-ÜJL cnando x-» a, 
q> (x) ' 

no depende de que las funciones / (x) y rp (x) estéa o no defirtidas 
en el punto x ~ a, 

Observación 2. Si /' (a) = ip' (a) = 0 y las derivadas /' (x) 
y qr' (x) satisfacen las condiciones puestas sobre las funciones / (x) 
y «p (x), según la hipótesis del toorema, entonces, aplicando la regla 

do L’Hospital para la razón -r |—j 


lím 


rw 


lim 


, obtendromos la fórmula: 

/"(») 


X- <r <p'(x) x-« rp" (x) 


etc. 


Observación. 3. Si qi' (a) = 0, pero /' (x) =^= 0, el teorema se 


aplica a la razón inversa 

IM 

‘ q>(x) 


«P (») 
/(') 


, que tiende a cero, cuando x -> a. 


Kjcmplo 1. 


lím 

x-»0 


sen 5x 
3* 


(sen 5x)' 5cos5x 5 

- Hm - U®-g— — -q'. 

x-*0 (** x ) x-*0 ^ 3 


KJcmplo 2. 


i (m Jaüül 

x-*0 z 


lím 

x~»0 


14-x ^ 1 ^ 


lítn 

x -*0 


Kjemplo 3. 
e~*-2x 
x — sen x 


— lim 

*-*o 


e* + e~*-2 
1—cosx 


lím 

*-*o 


sen* * *o cos x 1 


En este c-aso fue necesario aplicar tres voces la rcgla de L'Hospital, 
puesto quo, para x = 0, las razonos do las primeras, segundas y terceras 

derivadas conducon a la índoterminación . 


Observacíón 4. La regla de L’Hospital también puede ser aplica- 
da, cuando 


lím /(x) = 0 y lím qj(x) = 0. 
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En efecto, haciendo x = — , vemos que z —► 0, cuando x —> oo, 


y, por tanto: 


lím /f-W 0, lim <p(— ) = 0. 

t-*0 \ Z / X — 0 \ Z / 


. /( 4 ) 

Aplicando la misma regla de L'Hospital a la razón —^ -r halla- 


'(i) .. '(*)(-*) , Kt) 


_ ISm - 03 -. 

* - » <p (x) 


lo que se tratoba de demostrar. 
Ejemplo 4. 


•4C^9r) 


§ 5. LIMITE DE LA RAZON DE DOS MAGNITUDES 
INFJNITAMENTE GRANDES 

«CAIXULO DE LIMITES INDETERMINADOS DE LA FORMA—•») 


Examinemos el problema acerca del iímite de la razón de las dos 
funciones f (z) y cp (a:), que tienden al infinito, cuando x -> a 
(o cuando x -> oo). 

Teorema. Supongamos que f (x) y <p (x) son funciones contínuas 
y derivables, para todos los valores de x a en la vecindad del punto 
a, y que la derivada q>' (a:) no se reduce a cero. Supongarnos también que : 
iím f(x)= oo, lím q (x) = co 

x—a x—a 

y que exlste el límite 


( 1 ) 
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Entonces existirá también el lím . o sea : 

*-• <P <*) 

lím lim i<£L = x. 

X -* a fp (x) Jc a q> (x) 


( 2 ) 


Oemostración. En la vecindad considerada deí punto a elijamos 
dos puntos a y x de tal modo que 

a cx <a (ó a > x > a). 

Según el teorema de Cauchy, tendremos: 

/(*)-/( <*) f(c) (3) 

<P (■») — <p (ce) <p'(c) ’ 

donde a < c < x. E1 primer miembro de la igualdad (3) lo transfor- 
maremos así: 

t _/w 

/(x)-/(a) /(x) /(x) 

q(x) — <p(a) q>(x) ^ <p(tt) (4) 

<p (x) 


De las correiaciones (3) y (4) obtenemos: 


De donde: 


f (e) 

/(*) 

j /(<*) 

/(*) 

<p'(e) 

<P(*) 

t <P(«) 

<P (*) 

/(*) 

r<¿) 

t <P(°) 
q(X) 

q>(x) 

<P'W 

j /(o) 
/(*) 


(5) 


De la condición (1) se deduce que para cualquier e ;> 0 arbitra- 
riamente pequeño, se puede eiegir a tan próximo de a, que para 
todos los valores de x = c, donde a < e < a, se cumpla la 
desigualdad 

I n±- A 

I <p'(e) 



6 
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A — e<-Q^r<A + e. 


V (®) 

Examinemos, ahora, la fracción 


(6) 


1 - 


■P <*) 


1 - 


m 

/<x) 


Fijemos a de tal manera que se cumpla la desigualdad (6), 
y aproximemosx al vaior a. Ya que / (i) -t- » y ip (i) -* oo, cuando 
x —► a, tendremos: 

V ' 

<p(“) 


1 —- 


lira 


<P (x) 


1 — 


m 

I (x) 


y, por consiguiente, para el valor de e j> 0, prefijado anteriormente, 
para X, suficientemente pióximo de a, tendremos: 


1 - 


9<«) 

9 (*) 


1 — 


/(<*) 

/(x) 


<e 


i*- 


1 —e<- 


<P(«) 


1 — 


/(«) 

/M 


<1 +e. 


m 


Multiplicandu raiembro a miemhro las desigualdades (6) y (7), 
obtenemos: 


(A — e) (1 _ e)< 


f(c) 


1 - 


<p(«) 

9 (x) 


9 ( c ) 


i - 


m 

/(x) 


<(/l+e)(l + e), 
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o, en virtud de la igualdad (5): 

(A -t)(l-is)<iM_<(¿+e)<l + e). 

<?(x) 

Puesto que e es un número arbitrariamente pequeño, cuando x se 
encuentra lo suficientemente próximo de a, de las últimas desi- 
gualdades se doduce: 

lím 1£L=A, 


o, según (1); 


x-o tp(x) 




(P(t) 

lo que se trataba de demostrar. 

Observaciún 1. Si cn (1), A — oo, es decir, 

lim JLííL = 00 . 

x-a <p'(*) 

la igualdad (2) sigue siendo válida. En efecto, de la expresión anterior 
se tiene 

x-fl f(x) 

Según el teorema domostrado: 


Hm 


<p(x) 


lím 


cp (x) 


de donde. 


x-a f(x) x-o f(x) 


itaifil-». 


* - a q> (x) 


Observaciún 2. teorema se puede generalizar fácilmcnte al 
caso en que x-+ oo. 

iün el caso do que Jím / (x) = oo, lím <p (x) ^ oo y existc 

X-»oo x~*oo 

lím , , . , entonces: 

<p (x) 
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Esto se demuestra haciendo la sustitución dc x — —, cotuo se hizo 
en condiciones análogas, al calcular los límites indetermiuados dei 
tipo (véase § 4, observación 4). 

* Ejemplo 1. 

llm ——lím g Hni oo. 

X-*oa * x-»oo c*) X—oo 1 

Observación 3. Insistamos una vez más en que las fórmulas (2) 
y (8) se verifican sólo cuando exista el límite (finito o infinito) del 
segundo miembro. Puede ocurrir que exista el límite del primer 
miembro y el del segundo no, como ocurre en el easo siguiente: 

.. ar-J-senx 
lim - ■ . 

x 

Este límite existe y es igual a 1. En efecto, 

Ifm £ÍJ“Í- Ifm (h-ÍSÜ£) = i. 

Pcro la razón de las derivadas 


: 1 -j-COSX 


(x -f sen x)'_1 -f- cos x 

(O í " 

no tiende a ningún límite, cuando x-t- oo, sino que oscila entre 
0 y 2. 


Ejcmplo 2. 

llin 

x-*oo 

ax*H-6 
cx*-— d 

.. 2 ax a 

= l[m_—. 

*-.» 2cx c 

Ejemplo 3. 

1 



lím lím 

n tg3x „ 

COS* X 

“ lf ”T 

cos*3x 1 2-3cos3x 3en 3x 

3 

cos* x n 3 2 cos x son x 

'-2 

cos2 3x 

*-*T 

~2 


|¡„, ¿ (-1) (-1) 
íx cos * n soní „ sen * (1) (l) ( 1 ) 


Ejemplo 4. 


lím —lím —=-«rtO. 
** e x 
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Tcorema* sobre las Junciones derivabUi 


En geaeral, para cualquier númeto entero n>0 


Los cáJculos de los límites iadeterminados, que simbólicamente 
se iepresentan así: 

a) 0-oo; b) 0°; c) oo°; d) 1®; e) oo—oo, 
se reducen a los casos ya examinados. 

El signiíícado de estos límites indeterminados es como sigue: 
a) Suponiendo lim / (x) = 0 y lím cp (x) = oo, hallar 

x-*a x-*a 

lím [/(*)(f>(z)l. 

x -* a 

Esta es una indeterminación de tipo O oo. 

Escribiendo esta expresión en la forma: 

lím [/(r) ?(*)]= Hm 

X -* a x-* a 1 

<p(x) 


o en la forma: 

lím[/(i) V (i)l= lím . 

S? — * n x -* a 1 

Tw’ 

0 00 

obtendremos, para x -*■ a, una indeterminación de la forma ó ^. 


Ejemplo 6. ^ 

lim * n ln x— lím ^ * — Um —--- — lítn -í— =0. 

x-»0 x-*0 t x-*0 n x—*0 n 

x n x n+i 

b) Sea: 

lim /(x) = 0, lím (p(x) = 0, 

x-* o x — a 

hallar 

lim [/wr w . 

*-*o 

o, como suele decirse, calcular el lírnite indeterminado de tipo 0°. 
Poniendo 

</=[ /wr“. 


y tomando logaritmos en ambos miembros de la igualdad. tendremos 
.ln y = (p(x)[ln/(x)]. 
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Si *-*■ a, obteaemos en el segundo miembro una indeterminación 
de tipo U-oo. Una vez calculado el lím ln y, scrá fácil hallar el 

*-KJ 

lím y. Efectívamente, en virtud de la continuidad de la función 

> r-Hi 

logaritmica, se tiene lim ln y = ln lím y, y si in lim y —b, resulta- 

x-*o x-*a x-*o 

rá, evidentemente, que lím y = e 6 . Si, como caso p&rticular, b — 

i-*a 

-f oo 6 b — —oo, entonces será, respectivamente, iím y = 
— -j-oo ó lím y = 0. 

£jemplo 6. Hallar lfnix*. Haciendo y=*x x , hallamos ln límy-» 

x-»0 

--- lím ln t/=lím In (x*) =* lím (* ln x); 

lím (x ln x) j»lím - ° X =*■ lím ——— * -lími=0, 

x—Q x-*0 A-*0 * x-*Q 

x *r 

por lanto, lnlímy=-0, de donde resulta quo lím y-=« a =a 1, es decír, 

lím x* 1. 
x -*0 

l>* un modo análogo se culculan los limites en los demás c&sos. 

Q 6. FORMULA DE TAYLOR 

Supongamos que la función y = f (x) tiene todas las derivadas, 
hasta la de orden (n + 1) inclusive, en cierto segmento que contiene 
el punto x — a. Hailemos un polinomio y — P n (s:) de gr&do no 
superior a n, cuyo valor en el punto x — a sea igual al de la función 
/ (x) en el mismo punto, y los vaiores de sus derivadas hasta el 
n — ésimo orden sean iguales en el punto x = a a los valores de las 
derivadas correspondientes de la función / (x), en este punto: 

P„[a)=í(á). P'„ (a) =/■ (a), PHá)=f\a), ... 

.... />£■>(<,)=/"V (i) 

Gs de supocer que este polinomio, en cierto aspecto, será «proximo» 
a la función / (z). 

Hallaremos este en forma de polinomio, siguiendo ias potencias 
de (x — á) con coeficientes indeterminados 

P„ (z) — C 0 -f- C, (z — á¡ + C, (x — n)* -f- C, (x — a) 3 -f- ... 

... +C„(xr-«)". (2) 

Los coeficientes indeterminados C¡, C 2 , . . C„ calculemos de 
tai modo que se cumplan las condiciones (1). 
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Hallemos prevismente las dcrivadas de P„ (x): 

P‘„ (x) = C, + (x - a) + 3C, (x - o)‘ + • - • + >‘C n (x-d)' 
K (x)= 2Ca+ 3-2 C 3 (i - a) +. • • +»<« - (* - «) r 


n — * 
n—2 


/■“ (X) = 


n(it — 1) ... 21 ■€„. 


( 3 ) 


Sustituyendo x por el valor de a en los dos miembros de las 
i^ualdades (2) y (3) y sustituyendo, según (1), P„ (a) por / (a), 
P'„(a) = f (a) etc., obtendremos: 

/(a) = C 0 , 
f(a) =C„ 

/"(a) = 2-lC a 
f"(a) = 3.21C 3 , 


/ n ’(a) = n(n — 1)(n — 2) ... 2-lC,,, 
de donde resulta: 


C 0 = f{a), C,afW, 




c *“IX5 rw . C -ÜT...„ 


/"'(a). 


(4) 


Introduciendo en la fórmula (2) los valores ballados de 
Ci, Cj, .... C„, obtenomos el polinomio buscado • 

Pn (X) — / (a) d- f (a) + —Y 1 - 2 r W + (°) + . 


f n) (a). (5) 


1-2...n 

Designemos por fl„ (x) la díferencia entre los valores de la función 
dada, / (x), y del polinomio calculado P n (x) (fig. 95): 


de donde tenemos: 


«„ (*) = / w - (*). 

/(x) = P„(x)4-/?»(*), 
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o, en forma desarrolloda: 

f{ X )=f (a) + f <a) + f («) + ... 


... + (I - a> " / ( " > (a) + fí n (x). (0) 

/z! 

E1 tórmino R n (x) se conoce con el nombre de término comple- 
mrntario. Para aquellos valores de x en el que el término comple- 
mentario R n (z) es pequeño, el polinomio P n ( x) 
da un valor aproximado de la función f(x). 

As‘i. pues, la fórmula (6) permite sustituir 
ia función y ~ f (x) por el. poiinoinio y = 

= ( x) con el grado correspondiente de preci- 
sión, igual al valor del término complemen- 
tario R n (x). 

Estimemos el valor del R n (x) para diferen- 
tes valores de x. 

Escribamos el término complementario en 
la forma 

fí„(x) = (X ~ a C' Q( l)t (7) 

(n + 1)! 

donde Q (x) es la función que debemoa hallar. Esoribamos de nuevo 
la fórmula (6), del siguiente modo: 

fist ) e =/( a ) + £ZL®/'( B ) + í£r^!/-(a)+ 

•• • + ^=41/<">(<,) + Í ?- . ?Y‘' , Q M .' (60 

n! (n + 1)1 

Considerando fijos los valores de x y a, ia función Q (x) teiidrá 
un valor determinado, que designamos por Q. 

Veamos ahora la función auxiliar de f (í está comprendido entre 
a y x ): 

pv)~t <x) -/(0 -—~f (o - ■ * rw - • ■ ■ 

... 

n! (n + 1)1 V 

donde el valor de Q viene determinadó por 1a correlación (6'), cuando 
a y x son números determinados. 
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Trortmas sobre las funciones dcrivabh's 


Hallenios la derivada F' (t): 

r «)=- r (0+/' (0 - r (*> + 2 - ( ~- r «> - 

_ /•■•(«) +... - (J - — )n - f"\t) + n(j ~ <)n - ‘ /»> (j) — 

2! (n — 1)! n! 

_ <*-*>" ,'"+•>(,) + (n + 1) (* — t)" 0 
n! (n+1)! 

y reducicndo: 

(() = - ( £J T t)n ./"•>-■>(() + S l sJr Q. (8) 

n! n! 

Por consiguiente, la función F (t) tiene derivada en todos los puntos 
(, próximos al punto de abscisa a. Observemos quc, según la fórmu- 
la (6'), se tiene: 

. F (x) = 0, F (á) = 0. 

Por eso, a la función F (l) se le puede aplicar el teorema de Roiie 
y. por tanto, existe un valor t = |, comprendido entre a y *, para 
él cual P' (!) = 0. Dc aquí, en virtud de la correiación (8), obtene- 
mos: 

_ (j ~ ^)" /<'■+•> (y &>.. 0 = 0, 

n! n! 

de donde 

0 = / n+l> (!). 

Introduciendo esta expresión en la fórmula (7). rcsulta: 

Hsta es la llamada jórmula <U Lagrangc para el término comple- 
mentario. 

Como l está comprendido entre x y a, puede ser representado 
en In forma*: 

5 = ot0(i-í), 


*) Vcaao d final del § 2 del prc«ontc cupítulo. 


DtsatroUo dc lux funriqnes <■*, aen x y cos r por la fñrmula dr Totilor 
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donde, 0 es un número comprendido entre 0 y i, es decir, 0 < 0 < 1. 
En este caso )a fórmuia del tórmino complementario toma la forma: 

«„ (x) -4=r£V +,> l<* +■«(*-«)]. 

(n -f-1)! 

La fórmula: 

/(x)=/(«) + ^/<a) + ll=j^V(«) + ... 

... + ^w++ o ( x-«„ ( 9) 

se denomina fórmula de 2'aylor para la función / (x). 

Haciendo a =» 0, la fórmula dc Taylor se escribiró así: 

/w=»/(0)+j/*<o)+£r(o)+ ... 

... m 

donde, 6 está comprendido entrc 0 y 1. En este caso particular, la 
fórmula de Tayior toma también el nombre de fórmuia de Maclaurin. 


t 7. DESARROLLO DE LAS FUNCIONES c», sen x y ios X 
POR LA FORMULA DK TAVLOR 

f . Deaarrollo de la función / (x) = e r . 

Hallando las derivadas sucesivas de / (x), obtendremos: 


/<*)-«*. 

/( 0) = 1. 

2 

II 

> 

f (0) = 1, 


/ w (0) = l. 


Introduciendo las expresiones obtenidas en la fórmula (iO) § 6 
lendremos: 


e =f+i + ii + ¿ + 

1 2! 31 



i” +l 

(«+l)l 


o<e<l. 




Teorcmas tobre las tuncianes deriuabíes 


Si | * ] < 1, hacíendo n = 8, habremos evaluado el término comple- 
mentario: 

R,<±3. 

Cuando x =» 1, se obtiene la fórmula que permite hallar el valor 
aproximado dei número e: 

« = i + i + i + ^ + ... +¿; 

realizando las operaciones sobre las fracciones decimales hasta el 
quinto signo después de la coma hallamos: 

e = 2,71827. 

Aqui se toman como exactas las primeras cuatro cifras decimales, 

3 

ya que ei error no es superior a ^jó a 0,00001. Tengamos en cuenta 
que para cualquiera x $1 término complementario será 
/?„ =-e b ->0, cuando n-> oo. 

(n + 1)1 

Efectivamente, si 0 < 1, y'x tiene un valor fijo, la magnitud 
e"' está acotada (es menor que e*, cuando x > 0, y menor que 1, 
cuando x < 0). 

Demostremos que, para todo x fijo, se verifica: 
x n+l 

-►O, cuando n— voo. 

(n +1)1 

En efecto, 


x" +l XXX 

X X 

(n+1)1 12 3 

n «+1 


Si x es un número fijo, se hallará un entero positivo N tal que 

I * I < N. 

Ponemos ^ = q. Entonces, teniendo en cuenta que 0 < q < 1, 
siendo n = N + 1, N + 2, N + 3, ctc., podemos escribir: 

I 1 - 1 z J x x x 1 — 

I (« + 1)! I I 1 2 3'" n'n + ll 


¡31 

XXX 


X _ _ _ * _|>-K+Z 

•-=- q , 

N-i (N- 1)1 
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puesto quc 


X 

X 

^ /i' 

X 

~Ñ 

JV+1 

<-. 9» • • 

’ n+1 


<?• 


Pero la magnitud 


es constante, es decir, no depende de n, 


<-V — t)! 

mientras que q n ~tiende a cero, cuando /I —r oo. Por tanto. 


lím — 

»--(« + !)! 


- = 0 . 


(1) 


y entonces, 




, 9 « * 


(n+l)l 


-0, cuando n-r- oo. 


De )o anteriorse deduce que para todo valor de x se puede calcular 
e x con cualquier grado de precisión, tomando el número suOciente 
de términos. 

2. Desarrollo de la (unción / (x) = sen x. 

Hallemos las derivadas sucesivas de / (x) = sen x: 


/(x) = senx, 

/ (0) = 0, 

f (x) = cosx = sen |x+ y) . 

f(0) = l, 

/" (x) = — senx = sen ^x + 2 y 

). > T(0) = 0, 

/’"(x)= —cosx = sen ^x + 3-2- 

). f"(0) = -l. 

/ iv (x) = senx = sen ^x+ 4 -tj-), 

/ IV (0) = 0, 

/ ,n> (x) = sen ^x + n ^ j , 

/*' >> (0) = sen n ^ 

u+,> (x) = sen jjr + (n + 1) — j , 

/ ,l+l> (£) =sen + (n + 1) í-J 


Introduciendo las expresiones halladas en la fórmula (10) § 6, 
obtenemos el desarrollo de )a función / (x) ~- sen z según la fórmula 


11—534 
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Teorcmas tobre las funciónes derlvables 


de Tayior: 

¿ jr 3 

sena: — x - \ - 

3! 5! 


, * JV . J 

-i-son n — -j- 

b! 2 («4. l)| 


se«|^ + (B + l) ij. 


y puesto que j sen [^J + (b + 1)-í J J<1, se tendrá Iim fí„ ( z ) = 0 
para todos los vaiores de x. 

Apliquemos la fórmula obtenida para el cálculo aproxirnado de 



sen 20°. liagamos n = 3, es decir, nos limitaremos a los dos primeros 
tórminos dei desarrollo: 

sen 20' = s«n * * * - 1 (^)'=0,343. 

Evaluemos el error que resulta iguai al término complementario: 

1 Hy1 = I ( 1 )' í \ sen {l + 2n) ! < (■¿ = °' 00 °6 < °.° 01 . 

Por tanto, el error es inferior a 0,001, es decir, sen 20° — 0,343, 
con un errormenor de 0,001. 




Ejerciclox para eí capííulo IV 
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En la figura 96 están representadas las gráficas do la función 
/ ( x ) = sen x y de las tres primeras aproximaciones: 

S t (x) = x\ S z (x) = x — ~; S 3 (x) = x — 

3. Desarrollo de la función / (x) = cos x. 

Hallando los valores de las derivadas sucesivas de la función/ (*) = 
= coax para x = 0 e introduciéndoios en la fórmula de Maclaurin, 
obtendremos el desarrollo: 



, x" / n \ , x B+1 A n 1 

«1 \ 2 / (n + i)l l ' 2 J 

I5l<|x|. 

Aqui tambián lím R„ (x) = 0 para todos los valores de x. 


Ejercicios para el capítulo IV 

Comprobor quo el tcorema do Rolle es válído para las funciones: 
1 . y «= x* — 3x -f* 2 en ol segmonto (1, 2J. 2. y = x* -f- 5x* — 6r en cl aeg- 
mcnto (0, 1J. 3. y <= (x — 1) (x — 2) (* — 3) cu el segmento (1, 3). 4. y « 
— sen , * en el segmento 10, n|. 5. La función f (x) — 4z* -f — 4x — 1 
tiene por raíces 1 y — 1. Hallar la raíz de la derivada f‘ (*), estudinda en el teo- 
rema do Rolle. 6. Comprobar quo entro Ias raíces de ia íunción y =■ $ x* — 5r -f 6 
se halla la de su derivada. 7. Comprobar quo el toorcma de Rolle cs vólido 

para la función y = cos* * on el segmenlo £—-f~J. 8* La fundón y =■ 

= 1 — se anula ea los extremos del segmcnto (—t, 1J. Demostrar que 
la derivada do csta función no so reduce a cero en ningún punto del segmen- 
to f—1, 1J. Explícar por qué razón no es aplicablo en cste caso el teorema 
do Rollc. 9. Escríbir lu íórmuia de Lagrange para la función y — sen z 
en el aegmento f*|, x t \. Respucsta: sen * 2 — sen — (*. — z t ) cos *. < 
< c < *j. 10. Comprobar quo la fórmula de Lagrange es válida para la tun- 
ción y — 2* — ** en el segmento (0,1J. II. ¿En quó punto de Ja curva y = x n 
la tangento es paralela a la cuerda quo une Jos puntos M x (0, 0) y M % (a, a n )? 


Respuesta : en el punto do abscisa c- 


> 


12. ¿En quó punto de la curva 


V = ln * la tangente es paralela a la cuerda quo uno los puntos Aí, (1,0) 
y M % («, 1)? Respuesta: en el punto de abscisa c =* e — 1. 

Aplícando eí teorema de Lagrango, domostrar las desigualdadea: 13. c x > 
> 1-f *. 14. In (1 •+• *) < * (x > 0). 15. b n — a n < (6 — a) para 

4 > a. 16. arctg * < *. 17. Aplicar la íórmula de Cauchy a las funcíoncs 

/(*) = **, <p (*) = *• on el sogmento (1, 2J y hallar c. Rcspuesta: 4=*^ 

11 * 
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Teoremat sobre las funeiorus derivabUs 


Calcular los límítes siguíentes'. 18, lím Resp. —. 19. lím - — -— . 

x_*tx n —1 n *_□ sen * 

Resp. 2. 20. lím — — —í-. Resp. 2. 21. lím —-. Resp. —2. 

x_0 x—senx x >*0 cos x— 1 

22. lím — Resp. No existe el límite. (j/2 para x—>-f0, — 
x—0 Vl—cos* 

para x —*•—0). 23. 11 m . Resp. —g-. 24. lím ° •. Resp. 

n \n-—¿xy* o x-*0 x 

x ~*2 

25. líni .^- ,f ^- n i. . fl„ p . _ ' . 26. Um s,nl - s r . r„ p . .. 
o x_o sen 3 x 6 x—o *—<* 


ir e^-fseny — 1 _ 0 f x senx—x 1 

ÍÜ5" K(l + yj-■ KmP * ** “* iüS" áxiT-M»-* P * T’ 


29. lim y- r j -. Resp. -|j*. 30. lim (donde n>0). Resp. 0. 

x-*oo »T«> x x-*oc x 

,n(, + i) 


31. lím - 

arccotg 


— —. Resp.X. 32. Itm . Resp. — 1. 33. lím 

x x—<*> i g **~ > !/■*+« 


* e Xi e ~X 

Resp. 0, cuando a>0; co, cuando a<0. 34. lím ^ . 

x-* 4 oo * * 


fíesp. 1. 35. lím — ^ ■. fíesp. 1. 38. lím 1 

x _0 Insenx x _0 lntg 2 r 

37. lim J _ n (*-))-* . _ Rtsp 0 38. lím(l-x) tg H . [t„p. 

x-1 . n *-*t ¿ 

8 2 r 

-i . 39. lím r-i-r-irl . 77«p. —i. 40. Hmf-J-. 

It L x *— 1 *— lj r 2 X -*1 L lnX lnx J 

Resp. — 1 . 41. lím (sc<p—tgqj). fíetp, 0. 42. lím f— 7 —t-Í-1 • fíesp. -J-. 

n x-*l L*"** in xj 4 

*-2 

, « . 

43. lím xcotg 2x. Reap. -g*. 44. lim xif* 3 . Resp. 00 . 45. lím x 1—x . fíesp .— . 

x—0 ¿ x-*0 x-*l * 

46. lim VK fl«p. t. 47. límfi) 1 **. Tfe.p. 1. 48. lím (t+i)*. fíesp.c". 
r_»oo x-*o v 1 / x-h» \ * / 

t n x Jj 

49. lím (cotgx) 1 " x . fíesp. ~ . 50. lím (cos x) 2 . fíesp. 1. 51. lím ( * . 

x-*o e n <r-*o \ 9 / 

x ~*l 

t«*— 

/í f *p. *. 52. límftg^r^ 2 . Waíp. -i-. 53. Desarmllar en polencias 

y~e X-*1 V 4 / « 
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dex — 2 ol polinomiox 4 —5x* + 5x* + x+2. fícspuesta: 2 —7 (x—2) — (x—2)*-f* 
+ 3 (x— 2)*-f (x— 2) 4 . 54. Desarrollar en potencias de x+1 el polinomio 
x*+2r 4 —x*+x + i. fíctpuesta: (x+l)*+2 (x+l) 8 ^-3 (x + l)< + (x + l)*. 
55. Aplicar la fónuula de Taylor a la función y=~[/x, cuando a = 1, n = 3. 


x —1 1 


(x-t)* 1 . (x^i)* 3 (x~—l) 4 5 w 

FY~~' 4 l í-3 * 8 41 '18* 


fíespuesta: + 

xíl + 0 (x -.l )r v» t 0<e<l. 56. Aplicar la (órmula de Maclaurin a la 
función |/=ylfí, cuando n — 2 . fíespueala: y‘l + x= l + -j-x-|-x* + 

gfi 

H-rr , 0 < 8 < 1. 57. Tomando los resultados del eiemplo anterior, 

íea+ex)*/»’ ^ ^ 

evaluar el error de la igualdad aproximada VT+x s» 14 ~ x**, 

cuando x = 0 , 2 . fíespuesta: monos de -- .. 

Explicar la procedoncia dc las igualdades aproxiraadas, vóüdas para 
pequeños valores de x, y evaluar el error de las miamas: 58. Idcosxrs 

2 x* x* 

-~ tt - ■ 60 . arcsen z%x+ 7 . 61 . arctgxea 
19 O 


X* X 4 X* 

'-2 72" 


X* 


3 

_ . . * a , ** 
— -^‘H-J+24 


*n(x+yi—x*)^x— . 


64. lím 


Aplicando la fórmula de Taylor, calcular los límites de las expresiones: 
X—senx 


*- 


n 4 c- i' ln* (1 + x)—-sen*x 

fícsp , 1. 6o. hm-1—-—-—a- 

x-0 1 — e~ x * 


fíetp. 0 . 


66 . lím 2 (t P J ’, nJ) x * . lU,p. 1. 67. Hm [i— s» in (l+f )]• 
f. 68. lim ’ Jl,,p ' T ' 69 ' llm (z*~ co,ga x ) ' Re,p ' T ’ 




CAPITULO V 


ANALISIS DE LA VARIACION 
DE LAS FUNCIONES 


§ 1. GENERALIDADES 

E1 estudio del aspecto cuantitativo de los diferentes fenómenos 
de la naturaleza se reduco al establecimiento y análisis de la depen- 
dencia funcional entre las magnitudes variables que participan en 
cada fenómeno. Si so logra expresar tal dependencia funcional de 
modo analítico* es decir, mediante una o varias fórmulae, podemos 
explorar la dependencia mencionada, sirviéndonos de los métodos 
del análisis matomático. Por ejeraplo, al estudiar el fenómeno del 
movimiento de un proyectil en el vacío se obtiene la fórmula que 
determina el alcance de caída R en función del ángulo de elevación 
a y la velocidad inicial v 0 : 

_ ^osen 2a 

e 

(donde g es la aceleración de la gravedad). 

Gon esta fÓrinula, podemos establecer a qué ángulo a, corresponde 
el alcance i?, máximo o mínirno, en qué condiciones el crecimiento 
del ángulo a determina el aumento del alcanco, etc. 

Consideremos otro ejcmplo. Coino resultado del estudio de las 
oscilaciones de una carga sobre una ballesta (de un vagón, de un 
automóvil, etc.) se obtiene la fórmula de la desviación y de la carga, 
respecto a la posición de equilibrio, en función de tiempo t: 

y = (A cos <ot + B sen cet)- 

Las magnitudes k , A f J B, .<d, que integran la fórmula, tienen un 
valor determinado para un sistema oscilatorio dado (dependen de la 
olasticidad de la ballesta, de la carga aplicada, etc., que no varían 
con el tiempo t) y, por eso, se consideran como constantes. 

Con esta fórmula, so puede establecer para qué valores de / crece 
la desviación y ál'aumentar t f cómo varía la magnitud de la dcsvia- 
ción máxima en función del tiempo, paraqué valores de t estas desvia- 
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ciones soii máximas, a qué valores de t corresponden las velocídades 
máximas del movimiento de la carga, etc. 

Todos los problemas mencionado3 forman parte del concepto 
«análisis de la vaxiación de una funcións.Es evidente qne será dificil 
aclarar todas las cuestiones considerada9, calculando los valores 
de la función en puntos aislados (como se ha hecho en el capitulo II). 
La finalidad del presente capítulo consiste en establecer un método 
general para el análisis de la variación de funciones. 


i 2. CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO DE UNA FUNCION 

En el § 6 del capitulo primero hemos dado la definición de una 
función creciente y decreciente. Apliquemos ahora el concepto de 
derivada al análisis del crecimiento y decrecimiento de una función. 

Teorema. 1) Si la función f (x), derivable en el segmento la, 61, 
crece en este segmento, su derivada en éste río és negativa, es declr, 
/'(*)> 0 . 

2 ) Si la función f (x) es continua en el segmento [o, i>] y derivable 
sobre el intervalo (a, b) cuando f' (x) es positiva para a < x < b, 
esta función es crecienle sobre el segmento lo, ó). 

Dernostración. Demostremos la primera parte del teorema. 
Supongamos que f (x) crece sobre el segmento lo, b|; domos al argu- 
mento x un incremento &z y consideremos la razón 


f(x+ &x) —f(x) 

&x 

Como f (x) es una función creciente, so tiene; 

f (x + &x)>f (x) para Ax>0 

f (x + &x) </ (x) para Ax<0. 


En ambos casos 


y, por lo tanto. 


f(x+ Ax)-/(x) 
Ar 


> 0 , 


lim f ±±A±zlM >0 , 

« Ax 


(1) 


( 2 ) 


es decir, /' (x) > 0, lo que sé trataba de domostrar. [Si fuera f (x)< 
< 0, entonces, para valoresde Ax suficientemento pequeños, la razón 
(1) sería negativa, lo que contradice a la relacíón (2)). 

Pasemos ahora a la segunda parte del teorema. Sea f (x) > 0 
para todos los valores de x pertenecientes al intervalo (a, b). 
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Anólitls de la variación de las funciones 


Consideremos dos valores arbitrarios, x x y x 2 > x x <x 2 , pertenecien- 
tes al segmento ía, b\. 

Conforme al teorema de Lagrange sobre incrementos finitos 
tenemos: 

/ (x 2 ) — / (*l) — /' (I) (*2 — *l). ®1 < ? < *2- 

Puesto que /' (y > 0, entonces / (x 2 ) — / (* 1 ) > 0, lo que signitica 
que / (x) es una función creciente. Existe un teorema análogo para las 
funciones decrecieñtes (si son derivables). 



Si la funciin ] (x) decrece cobre el segmento [a, fc), sobre el mismo 
segmenlo la dertvada /' (x) < 0. Si f (x) < 0 sobre el intervalo ( a , 6), 
la funciin f (x) decrece cn el segmento [a, fcj. Se supone que la función 
es también continua en cada punto del segmento (n, 6] y derivable 
en todo el mtervalo (a, 6). 

Observación. E1 teorema demostrado tiene la siguiente interpre- 
tación geométrica. Si la función / (x) es creciente sobre el segmento 
|a, fcj, la línea tangente a la curva 
y = f \z), en cada punto del mismo, 
forma con el eje Ox un ángulo agudo <j>, 
o en algunos puntos, puede ser paraleia 
al eje. La tangente de este ángulo no es 
uegativa: /' (x) = tg q> 0 (fig. 97, a). 

Si la función / (x) es decreciente sobre 
el segmento (a, fcj el ángulo de inclinación 
de la línea tangente será obtuso (en 
algunos puntos la línea tangente puede 
ser paralela al eje Ox ). La tangente del 
ángulo no es positiva (fig. 97,6). 

F, e- 9S Del mismo modo se interpreta la 

segunda parte del teorema. E1 teorema 
permite juzgar sobre el crecimiento o decrecimiento de la función 
por el signo de au derivada. 
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Ejeinplo: Determínense los dominios do crecimonto y decrecimicnto 
de U función 

¿olucíón. La derivada es == óx*; y' > 0, es positiva para x> 0; es decir, 
la función crecc; 

y' < 0 ea negativa, para x < 0, ea decír, ia función decrecc (fig. 98). 

§ 3. MAXIMO Y MINIMO DE LAS FUNCIONES 

Dcíinición de móxinio. Se dice que la función / ( x ) tiene un 
máximo en el punto x x , si su valor es aquí rnayor que en cualquier 
otro punto x de cierto intervaio que comprendo ei punto x x . Es decir, 
la función tiene un máximo cn x — x it si / (zi -f Ax) < / (x x ) para 
todo valor de Ax (positivo o negativo) 
suficientemente pequeñoen valor absoluto*. 

Así t por ejemplo, la función y = f (x), 
cuya grafica so cxpone en la figura 99, 
tiene máximo cuando x — x x . 

Definición de mínimo. Se dice que 
ia función / (*) tiene un minimo para 
x e=» x 2 si 

f (x 2 + A *)>J (*z) 

para cualquier valor de Ax (positivo o 
negativo) suficientemente pequeño en valor Ftg. 99 

absoluto (fig. 99). 

Por ejemplo, la función y = x 4 , examinada al final del párrafo 
anterior (véase fig. 98) tiene un mínimo on x — 0, ya que y = 0 
cuando z = 0ey>0 para otros valorea de x. 

En relación con cstas definiciones de máximo y de mínimo es 
necesario prestar atención a io siguiente: 

1. La función definida en un segmcnto puede alcanzar su valor 
máximo o mínimo sólo en los puntos comprendidos dentro del seg- 
mento considerado. 

2. Sería un error suponer que el máximo y el mínimo de una 
función son respectivamonto el mayor y menor valor de la misma 
en este segmento. En el punto del máximo, la función tiene el mayor 
valor sólo en comparación con los valores que ésta tiene en los puntos 
suficientemcnte próximos al punto del máximo. En el punto del 
mínirno, la función tiene el menor valor sólo en comparación con 
)os valores que ésta tiene en los puntos suficientemente próxirnos 
al punto del mínimo. 


*) A veces, osta definición so enuncia así: la función / (x) tiene un 
máxlmo on el punto x,, si existe una vecindad (a, p) del punto x, <« < 
<x, c p) tal que para lodos los puntos de la misma dislintoe de x t , se 
cumpla la desigualdad / (x) < / (x,). 
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Análtals de la variacíón de lü4 funclones 


En la fig. 100 se representa una función definida en el segmento 
lo, 61, que tiene: 

máximo, cuando x = x, y x = x¡, 
mínimo, cuando x = x 2 y x — x K , 

pero el mínimo de la funciÓD en x = z 4 es mayor que el máximo en 
x — x,. Para x — b, eí valor de la función es mayor que cualquier 
máximo de la función en el segmento 
considerado. 

Los máximos y los mínimos se 
llaman valores extremos de la función. 

Los valores extremos do la función y 
su situación en el segmento la, 6] carae- 
terizan en cierto modo la variación de 
la función en dependencia de la varia- 
ción del argumento. 

Más adelante indicaremos el modo 
de calcular los valores extremos. 

Teorema I. (Condíción necesaria para 
la existencia de un valor extremo). 

St la función derivable y = f (x) tiene un máximc o un mínimo 
en el punto x = x¡, su derivada en este punto se reduce a cero, es decir, 

f' (*,) = °. , , 

Demostración. Supongamos que en el punto x = x¡ la función 
tiene un máximo. Entonces, para los incrementos dúr (Ax =+ 0), 
suficientemente pequeños en valor absoluto, se verificará: 



es decir, 


/(x,+Ax)</(xi), 
í (x, + A x) —f (*,) < 0. 


Pero en este caso, el signo de la razón, 


}(x i+ Ax) — / (x,) 


6íx 

’ 


se determina por el de bz\ 



f(x,+ Ax) — f(x¿ _ 0 
Ax 

cuando 

Aj: <! 0, 

/(x, + Ax) —/(*,) n 
Ax 

cuando 

Ax>0. 
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Conforme a la delinición de derivada, ge tiene: 

fM= Hm /(«.+ A«)-/W. 

4* — 0 Aí 

Si la función / (*) tione derivada co i ~ x¡, el lfmite del segundo 
miembro no depende de como A* tiende a cero (permaneciendo 
positivo o negativo). 

Péro, si Aic-v 0, siendo negativo, resulta: 

/' (*.) > 0 . 

Si A* -*■ 0, siendo positivo, se tiene: 

r (*.) < o. 

Puesto que /' (*,) es un número determinado que no depende 
de la manera en que Az tiende a cero, las dos últimas desigualdades 
serán compatibles únicamente cuando 

/' <*.) = 0. 

Del mismo modo se demuestra el teorema, cuando se trata dei 
minimo de la función. 

Este teorema tieneel siguiente signifícado geométrico: si en los 
puntos de máximo o de minimo la función / (x) tieno 
tangente a la curva y ~ / (*) en estos puntos será 
paralela al eje Ox. Efectivamente, si/' (*,) = tg q>—0, 
donde <f es el ángulo formado por ia tangente y el eje 
Ox , se tiene que tp = 0 (fig. 99). 

De este teorema se deduce, que sl la función f (x) 
tiene derivada para todos los valores consideradosdel argu- 
mento x, ésta puede tener valores extremos (máximo 
o mlnimo) únieamente en los puntos en los que la 
derivada se reduce a cero. La conclusíón reciproca no 
cs cierta; una funciin puede no tener múximo n¡ 
mínimo en el punto en que la derivada se anula. En 
la figura 99 se representa una función cuya derivada 
se reduce a cero cuando x — z 3 (Ia tangente eshorizon- 
tal); sin embargo, la función no tiene en este punto 
máximo ni mínimo. Análogamente, la función y — x 3 (fig. 101) 
tiene derivada igual a cero en * = 0: 

(y')x=o = (3* ! )=,o = 0. 

Pero en este punto la función no tiene máximo ni mínimo. En efecto, 
por muy cerca que se encuentre el punto x del punto 0, siempre se 
verificará 

x* <0 para x < 0 


derivada, la 



Flg. 101 
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z* > 0 para x > 0. 

Hemos analizadoj el caso en que la función tiene derivada en 
todos los puutos del segmento. cY qué ocurre en los puntos donde 
no existe la derivada? En Ios ejemplos que siguen explicaremos 
que en los puntos donde la función no tione derivada puede haber 
máximo o mínimo, pero puede ocurrir tarnbién que en éstos no 
haya ni uno ni otro. 

Ejemplo 1. La función y — | x 1 no tiene derivada en el punto x = 0 
(en csto punto la curva no tíeue tangente determinada). pero en este pirnto 



Fig. 102 


la función duda admito un mínimo; en efecto, y = 0 cuando * => 0, mientras 
que para cualquier otro punto x, diatinto de cero, tenemos y > 0 (fig. 102). 




Ejemplo 2. La función y = (1 — no tione derivada cuando * = 0, 

ya que la expresión y' — (1— aP/tyit ar"v» es igual al infinito cuando x — 0, 
nc> obstante, en este punto la funcion tiene mázinio: / (0) = 1, / (z) < 1 para 
z difcrcntc de cero (fig. 103). 

Ejemplo 3. La función y — ^Tx no tiene derivada en x *= 0 (y' -► oo 
cuando z —► 0). En este punto la función no tiene ni mázimo ni minimo puesto 
que / (0) = 0; / (x) < 0 para x < 0; y / (x) > 0 para x > 0 (íig. 104). 

Así pues, la íunción puede tener valores extremos solamente 
en los puntos donde la derivada existo y es igual a cero, o bien en 
aquellos donde no existe la derivada. 

Observemos que si la derivada no existe en cierto punto, pero 
existe en los cercanos a éste, entonces la derivada tiene discontlnui- 
dad en dicho punto. 
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Los valores del argumento, en los que la derivada se reduco a cero 
o tiene discontinuidad, se llaman valores o puntos crítieos. 

De lo anterior se deduce que no para todo valor crítico la función 
tiene máximo o mitiimo. Sin embargo, si en un punto la función 
admite un máximo o mínimo, este punto es obligatoriamente critico. 
Por esp, para hallar los valores oxtrcmos de la función, sc procede 
de la manera siguiente: hallamos todos los puntos criticos y después 
estudiamos cada uno de ellos aclarando, si hay o no en éstos un máxi- 
mo o minimo de la función. 

E1 análisis de la función en los puntos criticos está basado en los 
teoremas siguientes. 

Teorema 2. (Condfciones suficientes para la existencia de un 
valor extremo). Supongamos que la función f (x) es continua sobre 
cierto tntervalo, al cual pertenece el punto critico x¡, y esderivable en cada 
punto del mismo (excepto, posiblemente, el misnw punto z,). Si, al pasar 
por este punto de izquierda a derecka, el slgno de la derivada cambia 
de tmás» a tmenos », entonccs la función admite máxlmo en x = x¡. 
Si, al pasar por el punto x,, de izquierda a derecha, el signo de ía 
derivada cambia de tmenoso a smáss, la función admtte un mínimo en 
este punto. 

De modo que si: 

a ) f f' (*) > 0 para x < x, 
l f' (x) < 0 para x > x„ 

en el punto x, la función tíene máximo', 

b) / f (x) < 0 para x < x ( 

\ f (x) > 0 pará x> x, 

en el punto x, la función tiene mínimo. Hay que tener en cuenta que 
ias condiciones a) y b) deben cumplirse para todos los valores de x, 
suficientemente cercanos al valor x„ es decir, dcben cumplirse en 
cada punto de la vecindad suficientemente pequeña, del punto 
crítico x,. 

Demostración. Veamos primero el caso en que el signo de la 
derivada cambia de ornás» a «menos», es decir que para todos los 
puntos x, suficientemente próximos al punto x„ se tiene: 

f (x) > 0 para x < x„ 
f (x) < 0 para x>x„ 

Aplicando ei teorema de Lagrange a la díferencia / (x) —/ (x,), 
obtenemos: 

/ (x) - / (x.) = /' (l) (x - x,), 
donde | es un punto comprendido entre x y x t . 
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1) Sea x < x„ entonces se tiene: 

S<*„ /'(«>0. /' (S) (* — *i) < 0 

y, por tanto: 

/<*)-/ (*.) < o, 

o sea 

1 (x) </(*.)• 


( 1 ) 


2) Sea x > X \, entonces se tiene: 

!>*., /'<S)<0, fm(x-x i )<0 


y, por tanto: 
o sea 


/<*)-/<*.x°. 

f(x) </(*,). 


( 2 ) 


Las correlaciones (1) y (2) muestran que para todos los valores 
de x, sulicientemente cercanos a x„ los valores de la función son 
menorea que el valor de ésta en el punto *„ Por consiguiente, en este 
punto la función / (x) tiene un máximo. 



Del modo análogo se demuestra la segunda parte del teore- 
ma, es decir, la condición Buficiente para el valor mínimo. 

La figura 105 nos ilustra elaramente el sentido del teorema 2. 

Supongamos que en el punto x — x. tenemos /' (*i) = 0, y que 
en cada punto x, suficientemente cercano a *„ se cumplen las 
desigualdades: 

/' (x) > 0 para x < x„ 

/' (x) < 0 para x > x„ 

Entonees, cuando x < x, la tangente a Ia curva forma con el 
eje Ox un ángulo agudo, y la función crece; cuando x > x„ el ángulo 
formado por ia tangente y el eje Ox es obtuso, y la función decrece. 
Cuando x = x„ la función creciente comienxa a decrecer, es decir, 
tiene un máximo. 


Análisit del mázinto y minimo de vna functón mediante prlmera derivado 173 


Si enel punto x 2 tenemos f (x.) = 0 y para todos los valores de 
x, suficientemente cercanos a x« se cumplen las desigualdades: 
f (x) < 0 para x < x 2 , 
f (x) > 0 para x > x¡¡, 

entonces, cuando x < x s , ia tangente a la curva forma con el eje 
Ox un ángulo obtuso, y Ia función decrece; cuando x > x 2 el áugulo 
formado por la tangente y el eje Ox es agudo y la función crece. 
Cuando x = x¡, la función decreciente pasa a ser creciente, es decir, 
tiene un mínimo. 

Si para x — x 3 tenemos f (x a ) = 0, y, para todos Ios valores 
de x, suficientemBnte cercanos a x 3 , se cumplen las desigualdades: 
f (x) > 0 para x < x 3 , 
f (x) > 0 para x > x¡, 

entonces, la función es creciente tanto para x < x¡ oomo para x > 
> Xj. Por lo tanto, para x = x¡ la función no tiene ni máximo ni 
mínimo. 

Precisamente este es el caso de la función y — x 9 , cuando x — 0, 
En efecto, la derivada y' — 3x l , por tanto: 

(¡f'),-o = 0. 

(V )r.'0 > 0, 

(v)x>o > o, 

lo que significa que en x = 0 la función no tieno máximo ni mínínio 
(fig. 101). 


§ 4. ANALISIS DEt, MAXIMO V MINIMO DE UNA FUNCION DERIVABLE 
MEDIANTE LA PRIMEBA DERIVADA 

Basándonos en lo expuesto anteriormente podemos construir 
ei esquema para el análisis de máximos y mlnimos de una función 
derivable y = / (x): 

t. Hallar la primera derivada /' (x) de la función. 

2. Hallar los valores críticos del argumento x, para lo cuai es 
necesario: 

a) igualar a cero la primera derivada y encontrar ias raíces reales 
de la ecuación obtenida f (x) = 0; 

b) determinar los valores de x para los cuales la derivada f (x) 
es discontinua. 

3. Analizar el signo de la derivada a la izquierda y a la derecba 
del punto crítíco. Puesto quc cl signo de la derivada permaneco 
invariable en el intervalo entre dos puntos críticos, entonces para 
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estudiar el signo de la derivada en ambos lados del punto critico 
(x 2f por ejemplo) (fig. 105), será suficiente determinar ei 9Ígno de la 
derivada en los puntos a y p (xj ■< a <; z 2 , x 2 <, P < donde 
Xi y x 3 son dos puntos críticos más próximos). 

4. Calcuiar los valoros de ja funcióu / (x) para cada valor critico 
del argumento. 

De este modo, llegamos al siguiente esquema de casos posibles; 


Slgnoa de la derlvada /' (x) al paaar por 
el punto crltlco x\: 

Naturalexa dcl punto crltlco 

frrm 

**•*! 

*>*» 


f' (r,)=>0 ó es discontinua 

- 

Punto de raáximo 

B 

/' (z t )>i0 ó es discontinua 

4* 

Punlo de mínimo 

+ 

/' (x,)tarO ó es discontinua 

+ 


■ 

/'(x,) — 0 ó es discontinua 

B 

No hay máximo ni minimo 
(la funcíón dccrece) 


Ejemplo t. Estúdieusp ei máximo y el minimo de lu función 


U = —2x*4-3*+i. 


Soiuclón. 1) HaUamos la primera derlvada: 

y' mjJ — 4x-f3. 

2) Calculamos las raices rcalos de la derívada: 

x i_4*-|-3=*a 

Por consiguientc, 

La derivada es continua en todos lo9 punto9 y por tanto no existen otros 
puntos críticos. . , M ...... 

3) Anaüzamos los vaíores críticos y los resultadqs loa llcvamos a la fig. lOo. 

El primer punto crítico es, « 1. Como y' =» (x — 1) (x — 3), resulta que: 

para x < 1 ie tiene: y' * (—) • (—) > 
para r>l se tiene: y'•»(+>»(—)<0. 

Esto quiere decir que al pasar (de izquierda a dcrecba) por el puntó x\ — 1, 
el aigno de ia derivada cambia de *más* a «menoa». Por tanto, en x = 1 la fun- 
ción tiene un máximo: 


(V)x-t 
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El segundo punto crítico es x 2 —3 

para z<3 so tiene y' =r(-f-)•(—)< 0, 
para x>3 so tiene )>0. 

Eato signiíica que al pasar por el punto x = 3 el signo de lo derivada cambia 
de «menos* a «más». Por tanto, cn x = 3 la functón ticne mínimo: 

Ba8;»ndonos en esto andlisis trazemos la gráfica do la función (fig. 106) 




Fig. 107 


Ejemplo 2. Analfconso los valores uiáximo y inínimo de la función 
S, = (r-1) fx*. 


Solución. 1) Hallamos la primera derivada: 


V' 


r*+ 


2(x—1) 5x—2 

3fx 


2) Calculamos los valorcs criticos dol argumento: a) encontramos los puntos 
an los que la dcrivado so reduce a cero: 


. 5x-2 a 

I/ «rjSSf^O, 

3 v i 



b) cncontramos los puntos en los cuales la derivada cs discontinua íaquí la deri- 
vada ae reduco al tnfinito). De tal punlo airve, evidentemente. el punto 

(Obsérvesc que cuando z 2 = 0, la función está definida y es continua). 


12—534 
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No oxtoten máa puntos criticoa. 

3) Analizamos la naturaleza de loa puntos crfticos obtenidos. Veamog 
2 

primero el punto x, Como 

(y') 2 <°* (y‘) 2 > 0, 

*<í X >Z 

2 

deducimos quo en *“*«p l a íunclón tíena un uunimo. E1 valor de la íun- 
ción en eate punto es igual a 



Veamoa ahora el aegundo punto crítico, z = 0. Como 

W K l>°. (p'),>0< 0. 

deducimoa que on x = 0 ia función tieno un máximo, siendo (y)x—o —0. La 
gráfica de la funcién analicada se expone en la figura 107. 


i 5. ANALISIS DEL MAXIMO Y MINIMO DE UNA FUNCION 
MEDIANTE LA SEGUNDA DEBIVADA 

Supongamos que en i = i, la derivada de la función y — f (x) 
se reduce a cero, es decir, /' (x t ) = 0. Admitamos, además que existe 
la segunda derivada, f' (x), y es continua sobre cierta vecindad de) 
punto x,. Para este caso es válido el siguiente teorema. 

Teorema. Sl /' (x¡) = 0, entonces en x — X, la función tiene 
miximo cuando f’ (x,) < 0, y, un míntmo cuando f’ (x,) > 0. 

Dcmostración. Consideremos la primera parto del teorema 

Supongamos que /' (x,) = 0 y /' (x,) < 0, como, según la hipó- 
tesis, f’ (x) es continua en cierta vecíndad del punto x = x,. entonccs 
existirá evidentemente un segmento pcqueño, que incluya el punto 
x = x,, en todos los puntos del cual la segunda derivada /' (x) es 
negativa. 

Puesto que /' (x) es la derivada de la primera derivada /' (x) = 
mm (]' (x))', de ía condición (/' (x))' < 0 se infiere que f' (x) decrece 
en el segmento quo contiene el punto x x¡ (5 2, cap. V). Pero 
/' (x,) = 0. Por consiguicnte, en este segmento tenemos /' (x) > 0 
cuando x < x,, y f (x) < 0 cuando x > x,, es decir, el signo de la 
derivada /' (x) cambia de «más» a «monos» al pasar por el punto 
x = x,, lo que significa que en el punto x, la función / (x) admlte 
un máximo. La primera parte del teorema queda demostrada. 

Del mismo modo se demuestra la segunda parte: si /' (x,) > 0, 
entonces /' (x) > 0 en todos loa puntos del segmento mencionado 
que inclúye el punto x,; pero, en este caso, on el segmento dado. 
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f' (x) — (/' (*))' >0 y, por tanto, /' (x) crece. Como /' (*,) = 0, 
al pasar por el panto x¡, el signo de la derivada /' ( x) cambia de 
«menos» a «más», es decir, la función / (x) tiene un minimo cnando 
x = Xi. 

Si en el punto. crítico /' (x¡) — 0, entonces en este punto puedo 
haber un máximo o un mínimo, pero puede ocurrir que no exista 
ni nno ni otro. En este caso bay que realizar el análisis utilizando 
el primer método (véase § 4, cap. V). 

E1 resultado del análisis de los valores extremos, mediante Ia 
segunda derivada, puede ser representado por la tabla siguiente: 


Naturalexa dcl punto critico 



Punto dol mnximo 


Punto dol tnínimo 


Ejemplo I. Hallar el máximo y mínimo de ia funcíón 
y — 2sen x-f cos 2 x. 

Solución. Puoato que la función es periódica y tieno un período de 2 r, 
ea suficiento estudiarla en el sogmento [0, 2n). 

1) Iiailamoa la dorivada 

y' *= 2 cos x — 2 aeu 2x = 2 fcos x— 2 sen x cos x) =2 coa x (1—2 sen x). 

2) Calculamos los valores críticoa del argumento: 

2 cos x (1 — 2 sen x) = 0, 
n n 5n 3n 

*‘=T : ** = T : 

3) Hallamos la segunda dorivada: 

— 2 senx—4 cos 2x. 

4) Analizamos la naturaleza de cada punto crítico: 

(V') „ = -3<0. 


Por lo Lanto, en el punto x { = 


i==s“ tenemos ol móximo: 

b 

, 1 , t 3 
' 2 ' 2 + 2 = 2 ■ 


i2* 
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Por consiguiente, en el punto x 2 —tenemos el mínimo 

(y) ^2.1-Ui. 

*“ 2 

En el punto tencmos: 

(»•> — 2 -r- 4 T— 3<0 - 

Por tanto, pera 1® función tieno el máximo: 

0 1 , 1 _ 3 
2 + 2 2 ■ 

Finaimente 

(F') m“-2(-1)-4(-1)-6>0. 

Conaecuentemente, en el punto x^ — ^— tenemos el mínimo: 

(p) s „=2(-l)-l = -3. 

, 

La gráfica de la función analizada se da en It fig. 108. 



Flg. 108 


Mostremos ahora con ejemplos que sl /' (x,) — 0 y f“ (x,) = 0 t 
en cierto punto x = x, la función / (x) puede tener un máximo o un 
mínimo en ei mismo; pero v puede no haber ni uno ni otro. 

Ejemplo 2. Analizar el máximo y el míniino de la función 

x*. 
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Solución. 1) Hallemos los puntos críticos: 

—4r*, —4* 3 = 0, x=¿0. 

2) Determmomos el sigño de la scgunda derivada cuando *<=0: 

„•„12**, (in.-0-O. 

Por consiguiente, en oste caso es imposible doterminar la naturaleza 
de\ punto crltico con ayuda dol signo da la segunda derivada. 


Fig. 109 Fig. 110 

3\ Invostiguemos la naturaleza del punto crítíco utilizando e\ primer 
método (§ 4, cap. V): 

<*'),«> >°» (v')*>0<°- 

Por tanto, cuando x = 0, la función tiene como máximo: 

(»)_»=(>■ 

La gráfica de la función cxaminada se muestra en la fig. 109. 

Ejemplo 3. Analizar el máxitno y e\ mínimo de la función 
**• 

Solución. Mediantc el segundo método, hallamos: 

1) = / = *=0; 2) y’-30x<, (y'^^O. 

Por consiguiente, el scgundo método no da la respuesta. Recurriondo al 
primer mltodo, obtenomos: 

Por lanto, cuando z=s0 la función tiene un minimo (fig. 110). 

Ejemplo 4. Analizar el maximo y ol xnínimo de Ia función 

„ = (*—4)». 

Solución. El segundo método 

y' = 3(x—1)3, 3 (*—1 )* = 0, *=1; 

y'=6(*-J), (v% al «Q. 
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En este caso cl scgundo método no da la respuesta. Utiliaando el primor 
método, hallamos: 

(»')«! ><>. (^X >°- 

Por tanto. cuando *»1, U lunción no tieno máximo ni minimo (iig. 111). 



$ 8. VALORES MAXIMO Y MINIMO DE UNA FUNCION 
EN UN SEGMENTO 

Soa y — f (x) una tunción continua en el scgmento [a, 6). Enton- 
ces en este segmento ia iunción alcanta su valor máxinio (§ 10, 
cap. II). Supongamos que en el segmento dado la iunción / (x) tenga 
un número finito de puntos críticos. Si el valor máximo se alcanza 
dentro del segmento [a, b). es evidente quc esle valor será uno de los 
máximos do la función (si hay varios máximos), o sea, el máximo 
mayor. Pero puede ocurrir 'que el valor máximo es alcanzable en uno 
de los extremos del segmento. 

As! pues, en el segmcnto [a, ó) la función adquiere su valor 
máximo en uno de los extromos del segmento dado, o bien en un 
punto interior del mismo, el dei valor máximo. 

Lo mismo puede dccirse sobre el valor mínimo de la función: 
éste es alcanzable enuno do los extremos del segmento, o en un punto 
interior del mismo: en et punto del mirimo. De lo dicho se infiere la 
siguiente regla: para ballar el valor máximo de una función continua 
en Cl segmento [a, 6|, es preciso: 

1) hallar todos los máximos de la función en el segmento; 

2) determinar los valores de la función en los extremos del seg- 
mento, es decir, calcular f (a) y / (6); 

3) elcgir el mayor valor de todos los valores obtenidos de la 
función. Este reprcsentará el valor máximo de la función en el seg- 
mento. Del mismo modo se debe proceder al determinar el valor 
minimo de la función en el segmento. 
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Ejexnplo. Determinar los valorea máximo y minimo do la funclón 
y=sz*— 3x-f 3 en el segxnento — 3; -j-J . 


Soluoión. 1) Hallomos los máxitnoa y minimos de la función en 
el segmento £—3; : 

3, 3x a —3=»0, *!-i, * 2 =» —i» 

/«=6*. — 6 > 0. 

Por tanto, en el punto z=i hay un mlnimo: 

(!/;«-! ^i* 

Luego 

(íVi—KO. 

Por lo tanto, en el punto z—— i hay un máximo: 

(P)«—«-5. 


2) Determinar los valores de la función en 
oxtremos del segxnento: 


los 


(y) 


15 , , 

»=T* • 

'5 


-15. 


De esle modo, el valor máximo de la iuacída exemi- 
oada en el sogmonto —3; - 77 -j es: —5, y el 

vefor minimo es: 

,=.-15. 

La grófica de la función está represonlada en fa fig. 112 . 
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§ 7. APLICACION DE LA TEORIA DE MAXIMOS Y MINIMOS 
DE LAS FUNCIONES A LA SOLUCION DE PROBLEMAS 


La teoría de máximoa y mSoimos permite resolver varios proble- 
mas de geometría, mecánica, etc. Analicemos aigonos do eilos. 

Problema 1. La distancia R = OA (£ig. 113) (en el vacio) que 
cubre un proyectil, lantado con velocidad inicial u 0 desdo una pieza 
de artilleria que tiene un ángulo de olevación <p respecto al horitonte, 
se determina según la fórmula: 

^ y|sen 2<p 

g 
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{g es Ja aceleración de la gravedad). Determinar el ángulo q> con el 
cual la distancia R resultará máxima, dada la velocidad inicial v¡. 



Solución. La magnitud R ea una función del ángulo variablo 
Analicemos el máximo de esta función en ol scgmento 0 ^ <p : 

dR_ = 2 vlcos 29 , 2úcos2v =0 . valor crfl¡co v= * ; 

<¡V B S * 

c ?R 4>4 sen 2cp . / R \ _ 4i4 q 

d<p 2 B ’ ' d t 2 L^Jl B 

W L 


Por tanto, para <p = -¡r 


la funcióu R tiene el máximo: 



Los valores de la funcián R en los extremos del segmento 
son iguales a: 

(fl) v -o = 0. (R) _*_ = (>■ 

* J 

De estc modo, el máximo hallado es precisamente el mayor 
valor de R. 



Problcma 2. - ¿Que dimensiones dcbe tener un cilindro para que 
sea mínima su átea total S, dado el volumen vt 


Solución. Designando por r y h el radio de la base del cilindro 
y su altura, respeclivamente, tendremos: 

S = 2n r 3 + 2nrft. 

Si cl volumen del cilindro es conocido, h se expresa en función - 
de r según la fórmula: 

v = n rh, 
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de donde 



Sustituyendo la expresión de h en la fórmula para S» obtenemos: 
S — 2nr* -f 2nr -^ 5 , 

Jtr* 

o sea 

5 = 2^nr + -p^. 

Aquí, v es el número dado. Por consiguiente hemos representado 
S como función de una variable indopondiente r. Hallemos el valor 
mínimo do esta función en el intervalo 0 < r < oo: 



Por consiguiente, la función S tiene un mínimo en el punto 
r = r,. Como lím S — oo y lím 5 = oo, es decir, cuando r tiende 

^ r-*0 r-»oo 

a cero o al infinito, el área S crece infinitamente, lo que atestigua 
que ia función S tienc un valor miuimo en el punto r = rj. 

Pero, si h = £ = 2 Vt,T = 

Por tanto, para que el área totai S sea mínima, dado el volumeu 
v, la altura del ciiindro debe ser iguai al diámetro de éste. 

§ 8. ANALISIS DE LOS VALORES MAXIMO Y MINIMO 
DE UNA FUNCION MEDIANTE LA FORMULA DE TAYLOR 

Como se ha indicado en el § 5, capítulo V, si en algún punto 
x a teucmos f' (a) = 0 y/' ( a ) = 0 , en éste pucde habcr un máxi- 
mo o un mínimo, o bien no haya ni uno, ni otro. Hemos señalado 
quo para resolver el problema en el caso dado, se recomienda realizar 
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el anállsis mediante el prilner método, es deeir, estudiando el signo 
de la primera derivada a la izquierda y a la derecha del punto x = a. 

En este easo se puede también realizar el estudio mediante la 
fórmula d? Taylor (§ 6, cap. IV), 

Con ei lin de generaUzar el estudio supongamoa que no sólo 
/' (i), sino todas las derivadas de la función / (rc), basta el ordcn 
r» — ésimo inclusive, se reducen a cero cuando x — a: 

/-(a)=r(a)= ... = / n) (<*) — 0, (1) . 

mientras que 

/ n+o («)^0. 

Supongamos también que / (z) tiene derivadas continuas hasta 
el orden (n + 1) inclusive, en la vecindad del pnnto x =■ a. 

Escribamoa la fórmula de Taylor para / (x), tomando en cuenta 
las igualdades (1): 

/(*)=/ („) + /‘ n+,) (|) ( 2 ) 

donde £ es un número comprendido entre «yi. Como /< n + l * (x) 
Bs continua en la vecindad del punto a y /<"+*> (a) •+ 0, existirá un 
número positivo h tan pcqueño que para todo x, que satisfaga la 
desigualdad | x — o | < fc, se tenga /<”+‘> (x) 0. Además, si 

/<"+t) (o) > 0, en todos los puntos del intervalo (o — h, a + h) 
será /<"+0 (x) > 0; si/< n + 1 > (o) < 0, en todos los puntos del intervalo 
mencionado /<»+>) (x) será nogativa. 

Escribamos la fórmula (2) en la forma: 

/(*)-/(«)= ( -r = r£r^ +1> (» w 

(B + 1)1 

y examinemos diferentes casos particulares. 

Primcr cnso: n es un número impar. 

a) Sea /<»+•> (o) < 0. Entonces existixá tal intervalo (a — h, 
o+/i), en cada punto del cual la derivada de orden (»+l) es negativa. 
Siendo x un punto do este intervalo, 5 tombién se encontrará entre 
o — h y a + h. Por consiguiente, /<"+') (|) < 0. Puesto quo » + 1 
es un número par, entoncea (x — o) n+l > 0 cuando x + a, y, por 
eso, el segundo miembro de la fórmula (2') es negativo. 

Por 'consiguiente, cuando x += a en todos los puntos del intervalo 
(o — h, a + h) tenemos: 

/ (x) _ / (o) < 0, 

lo que significa que la función tiene un máximo en el punto x = o. 

b) Sea /< n +» (o) > 0. Entonces, para un valor h suficientemente 
pequeño tenemos /<"+*> (|) > Oen todos los puntos x del intcrvalo 
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(a — h, a 4 k). Por tenlo, el segundo miembro de la fórroula (2') 
será positivo, es decir, cuando x ^ a, en todos los puntos del inter- 
valo indicado seró: 

/ (x) - / (a) > 0, 

lo que significa que la función tiene un mínimo en el punto x -- a. 
Segundo caso: n es un número par. 

El númoro n + 1 será impar y la magnitud (x — a)" 4 ' 1 tendrá 
sígnos opuestos cuando x < a y x > a. Si h es suficientementc peque- 
fio en valor absoluto, la derivada de orden (n + 1) en todos los demás 
puntos del intervalo (a — h, a -- h) conserva el mismo signo que 
en el punto a. Por consiguiente, / (x) — / (a) tiene signos diferentes 
para x < a, y para x > a. Esto significa que en ei punto x = a 
no exlste máximo, ni mínimo. 

Observemos que, si n es par y /i" 4 -» (a) > 0, entonces / (x) < 
< / (a) para x < a, y / (x) > / (a) para x > a. Pero si n es par 
y / < " +1 ' (“) < 0, entonces / (x) >/ (a) para x < a, y f (x) < / (a) 
para x > a. 

Se puede formular los reaultadoa obtenidos del modo siguiente: 
Cuando x *» a, tenemos: 

y la primera derivada /< n +*) (a), que no se anula, es de orden par 
entonces en el punto a la fuoción / ( x) tiene un máximo, si /< n +D (a)<C 
<0; la función / (x) tiene un mínimo, si es /("+ 1 ) (a) >0. Si la prime- 
ra dcrivada /(«+-*) (a), que no se anula, es la de ordon impar , en el 
punto a la función no tiene máximo, ni mínimo. Además, 

/ (x) crece, si /( n +*> (a) > 0; 

/ (ar) decrece, si /("+ 1 ) (a) < 0. 

EJemplo. Analizar cl máxiino y el mlnituo de la íunción: 

f (x)mz*- 4z»+6x*-4* -f1. 

Soluclón. Hallemos loa valores críticos de la función 

y (x)s=4»*—12x*-f-12x-4«4 (**—3x* + 3x—1). 

Dc la ecuación 

4(x*—3x*-f 3*—f)—0 
obtenemos el único punto crítico: 

*=*a<l 

(ya que ia ecuación dada ticno sólo una raíz real). • 

A continuacíón estudiainos la naturalcza del punto crítico x *= i; 
/•(*)= i2*2-24x-f 12-0 para * —1, 

/"'(*) = 24x—24—0 para x— 1, 

1 / IV (*) = 24>0 para todo x cuaiquiera. 

Por consiguiente, cuando x = 1, la función / (x) tiene un minimo. 
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§ 9- CONVEXIDAD Y CONCAVIDAD DE LA CIJJRYA. 

' PUNTOS DE INFLEXION 

Sea una curva plana y — f r) que representa la íunción f (z), 
uniforme y dcrivable. 

Ki, * 

Definición. Se dice que la cúrva es convexa hacia arriba. en el 
intervalo (a, b), si todos los puntos de la raisma están por debajo 
de cualquier tangente a la curva en este intervalo. 

Se dice que la curva es convtxa hacia abajo en el intervalo ( b , c), 
si todos los puntos de la misma están situados por arriba de cuaiquier 
tangento a la curva en este’ intervalo. 



Flg. 114 


La curva quc tiene la convexidad hacia arriba se llaroa convexa, 
igual que la curva que tiene la convexidad hacia abajo sc dcnoraina 
cóncava. 

En la figura 114 se muestra una curva convexa en el intervalo 
(a, b) y cóncava en cl intervalo (b, c). 

La dirección de la convexidad de la curva es una característica 
importante de su forma. A continuación determinemos los criterios 
según los cuales, durante el cstudio de la función y = f (x), podemos 
juxgar sobre la dircccióu dc su convexidad en difercntcs inten'alos. 

Demostremos el siguiente teorema. 

Teorema i. Si la segunda dertvada de la función f (x) es negativa 
en todos los puntos del Intervalo (a. b), es decir, si f (x) <¿ 0, la curva 
y=f (x) tiene su convexidad dirigida hacia arrifta en este intervalo 
(la curva es convexa). 

Demostraeión. Tomemosen el intervalo (a, b) un punto arbitra- 
rio x — Xo (fig. 114) y tracemos una tangente o la curva en el punto 
cuya abscisa es x = x 0 . E1 teorema quedará demostrado, si estable- 
cemos que todos los puntos de la curva en el intervalo (a, b) están 
situados por debajo de la tangente, es decir, la ordenada de cualquier 
punto de la curva y — f (x) es menor que la ordenada y de la tangen- 
te, para un mismo valor de x. 
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La ecuación de la curva es: 

!/ = /(*) (1) 

La ecuación de la tangente a )a curva en el punto i = x B tiene 
ta forrna: 

y —f (*<>) — f W (x — Xo) 

o sea 

V = f M + f (*<t) (* — 3o). (2) 

De las ecuaciones (1) y (2) se deduco que para un mismo vaior de 
* la diferencia de las ordenadas de la curva y de la tangente es igual a: 

y—y =/(*) — / (*o )—f (*o) (*— x,,). 

Aplicando el teorema de Lagrange a la diferencia / (i) — / (x 0 ), 
obtenemos: 

y y — f( c ) ( x — Xq) — /'(!„) (i — x 0 ) 

(donde c se encuentra entre i 0 y i) o sea, 

V — y 1=1 [f (c) — f (i 0 )] (x — *o)- 

Apliquemos de nuevo el teorema de Lagrange a )a expresión dol 
corcbete: 

V — y = r(c,)(c — io)(i — x 0 ) (3) 

(dondc e, se encuentra entre i 0 y c). • 

Examinemos primero el caso, cuando i > xq. Aquí: i 0 < c < i, 
puesto que 

* — a:» > 0, e — i„ > 0; 
además, según la condición: 

/' (í.) < 0, 

de la ecuación (3) se deduce que y — y < 0. 

Examinemos ahora el caso cuando x < x 0 . Por ahora: x < c < 
< c i < *o. y X ’— i 0 < 0, c — Xq < ü. Puesto que, según la condi- 
ción, 7 (Ci) < 0, entonces de la igualdad (3) se doduce que: 

y — y< 0 . 

Hemos comprobado quc cualquier punto de la curva está situado 
por debajo de la tangente a la misma, cualesquiera que sean los 
valores de i y i 0 en el intervalo (a, 6). Esto significa que la curva 
es convexa. Queda así demostrado eí teorema. 

Del mismo modo se comprueba el teorema siguiente: 
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Teorema i'. Si la scgunda derivada de la funclón f (x) es positiva 
en todos los puntosdel intervalo (b, c), es decir, si f' (*) > 0, ía curva 
i/=/(*) tiene su convexidad dirigida hacia ahaio en este intervalo 
(la curva es cóncava). 

Observación. E1 significado geométrico de los teoremas 1 y i' 
puede ser interpretado de modo siguiente. Estudiemos la curva 
y = f (x) que tiene su convexidad dirigida hacia arriba en el inter- 
valo (a, b) (fig. 115). La derivada f' (x) es igual a la tangente de) 



éngulo o formado por la línea tangente a la curva y el eje Ox en el 
punto de abscisa x, es decir, f (x) — tg a. Por lo tanto /' (x) — 
«= Itg o)’,. 

Si /' (x) <; 0 para cualquier x en el intervalo (a, b), esto quiere 
decir que tg a decrece a medida que crece x. Desde el punto de vista 
geométrico está claro que si tg a dccrece a medida que crece x, enton- 
ces la curva correspondiente será convexa. E1 teorema 1 es la compro- 
bación analítica de esta deducción. Dcl mismo modo se interpreta 
geométricamente el teorema 1' (Sg. 116). 

Ejemplo 1. Dctcrminar los intervalos de convexidad y de concavidad 
de la curva dada por la ccuación: 


Solucién. La segunda dorivada os 

V'=--2<0 

>ara cuaiquier valor de x. Por consiguiente, la convexidad de la curva está 
lirigida bacia arriba eu lodos ios puatos (iig. 117). 

Ejemplo 2. Una curva eslá dada por la ecuación 


Puesto que: 




para todos los valoros de x, la curva os cóncava en todos ios puntos, es decir. 
su convexidad está dirigida hacia abajo (fig. 118). 


Convexidad y concavidad dé la curva. Puntot de Inflexión 
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Ejemplo 3. Una curva está represeutada por la ecuacióu 
y = x>. 


Puesto que: 




entoncea y* < 0 para x < 0, e v" > 0 para z > 0. Por consiguionte, la con- 
vexidud do la curva está dirigida hacia arriba cuando *<0 y hacia abajo, 
cuando x>0 (fig. 119). 




Dcfioición 2. E1 punto que en uoa curva coutinua separa la 
parte convexa do la cóucava, se llama punto de inflexión de la curva. 




q\ ó 

Pig. 120 Fig . m 

En las figuras 119, 120 y 121 los puntos 0, A y B son los puntos 
de inflexión. 

Es evideute que en el punto de inflexión la tangente corta a la 
curva de modo que a un lado del punto la curva estó situada por 
debajo de la tangente, y al otro lado, por encima de ésta. 

Establezcamos ahora las condiciones suficientes para que el 
punto dado de la curva sea el de inflexión. 

Teorema 2. Sea y — f (x) la ecuadón de una curva. 

Si f* ( a) — 0, o f (a) no existe , y la derivada f' (ar) cambia de 
signo al pasar por el valor x = a, entonces , el punto de la curva de 
abscisa x = a e$ el punto de inflexión . 






192 


AnáUsl* áe la varlacíún de las junciones 


Demostración. 1) Sea f” (a:) < 0 cuando x < a, y /" (x) > 0, 
cuando x > a. Entonces, para x < a la curva es convexa y para 
x > a es cóncava. Por tanto, el punto A de la curva, do abscisa 
x = fl, es el punto de inflexión (fig. 120). 

2) Si /' (x) > 0 cuando x < b, y f m (x) < 0, cuando x > b, 
entonces para x < b la curva es cóncava y para x > b es convexa. 
Por consiguiente el punto B de Ja curva de abscisa x — b es el punto 
de inflexión (fíg. 121). 

Ejemplo 4. Dctorminar los puntoa do influxión y ios intorvalos de con- 
vexidad y de concavidad do la curva 

y = (cun’a do Gauss). 


Solución. 1) Hallomos las derivadas priraera y segunda: 

y'^2c- xt (2x«—1). 

2) La derivada sogunda oxisto en todos los puntos. Hallemos los valores 
do x para los cunles y' — 0: 

2e~ xt (2x*—íy^Ot 



3) Analicemos los valores obtonidos: 


para x<-, tenemos p'>0, 

y2 

para x>—tenemos p'<0. 

V 2 


La scgunda derivada cambia de signo al pasar por el punto x t , por tanto 
para x 4 =s-en la curva hay un punto de inflexión. Sus coordenadas 

V2 f 


5 (-w ,4_5 ) ! 


para x<—, tenemos y 9 <£ 0, 


V2 

para x >-^p—■ • tonemoa y' >0. 

Por consiguiente, para x 2 =—yr on la curva tambión existe un punto 

2 _ i 

do inflexión, cuyas coordenadas son: ^ * e existencia dcl 

segundo punto do inflexión se deduce también de la simotría dé la curva 
respecto al ejo Oy. *- 
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4) De lo anterior se dcduco que: 

‘ para —oo<x<—la curva es cóncaya 

para-í— < x < —í-r la curva es convexa 

^ y 21/2 

para —i=-<JF<+oo la curva es cóncava. 

y 2 

5) De la expresión de la primera derivada , 

o'— —2x» -x * 


se deduce que: 


six<0, y'>0, es decir, la función croce; 
aix>0, jf'<0, es decir, la función decrece; 
six —0, y' —0. 

En este punto !a función tiene un máximo, o bien y=t. ... . 

Basándose en el estudio realixado es fácil construir la grafica do !a 
curva (fig. 122). 



d 

y 

d 

y-c■* 

-Á 1 

j 

V 



Fig. 122 


Ejemplo 5. Analitar los puntos de inflexión de la curva 

V~**. 

Solución: 1) Hallemos la segunda derivada. 

2) Determlnemos los puntos para los cuales y*=0: 

12x a =0, x=0. 

3) Analicemos ol valor obtenido de x=0: 

ai x<0, y*>0, la curva es cóncava; 
si * >0, y' > 0, la curva es cóncava. 

Por consiguionto, la curva no ticne puntos de inflexión (fig. 123). 
Ejemplo 8. Analitar loa puntos ao inilexión dc la curva 


13—534 


p=(i— i) 2 3 * 5 . 
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Soluetón. 1) Hallemos las derivadas primera y segunda: 

_1 _ 5 

»'=-i(x-l) »; --|(x-l) 3 . 

2) La segunda derivada no se reduce a cero en ningún punto, pero tampoco 
existe cuan.do x -» 1, (y* = oo). 

3) AnaHcemos ei valor de * =* 1: 

si*< I, y'>0 t la curva es cóncava; 
si x > 1, \¡* < 0, la curva es convexa. 


Por tanto, hay un punto de inflexión en x = 1 que es punto (1; 0). 




Observomos que y’ = oo cuando x = I, ea decir, la tangentc a la curva 
on este punto es vertical (fig. 124). 


$ 10. ASINTOTAS 

Frecuentemente cs preciso estudiar la forma de una curva y = 
= f ( x )* y» por tanto, la variación de la función correspondiente 
cuando la abscisa y la ordenada de un punto variable de la curva, 
juntas, o por scparado tienden al infinito (según la magnitud absolu- 
ta). Aquí tiene especial importancia el caso en que la curva estu- 
diada se aproxima indefinidamente a una recta, al tender el punto 
desplazable de la curva hacia el infinito*. 

Dcfinición. Si la disUncia 6 entre una recta A y el punto despla- 
zable M de la curva tiende a cero, mientras que el punto M tiende 
al infinito, esta recta recibe el nombre de asíntota de la curva 
(figs. 125 y 126). 


*) Se dice que el punto desplazahle M se mueve a lo lagro de una curva 
hacia iníinito, si la distancia entre este punto y el origrn de coordenadas crece 
indofinidamente. 
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Para estudios ulteriores vamos a distinguir las asíntotas vertlcaUi 
(paralelas al eje de ordenadas), de las oblicuas (oo paralelas al eje 
de ordenadas). 

1. Asíntotas verticales. 

De la definición de asíntota se doduce que si lím / (x) = «>, 

x-wí+O 

ó iím /(*) = <x>, o bien lím / (x) = oo, la recta x — a es la asíntota 

x-»a—0 x-*a 

de la curva y — í (*). Recíprocamente, si la recta x = a es una 
asíntota, se cumplo uuu de cstas igualdadcs. 



Ftg. 125 __ Ftg. 126 

Por consiguicnte, para detcrminar las asíntotas verticales es 
preciso encontrar talés valores de x = a que, al aproxixnarse a los 
mismos, la función tienda al infinito. En este caso la recta x = o 
será asíntota vertical. 

2 

Ejemplo 1. Lo curva y— tiene una asíntota vcrlical x=*»5, puesto 
quo y—*-co cuando x —5 (fig. 127). 


Ftg . 127 



Ejcmplo 2. La curva y = tgx tiene infinidad do asíntotas vortícalea: 


— • * = ±-5 - 


13 * 
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Esto se deduce de que tg z-*-oo, cuando z tiendea los valores ~ • 

o a los valores —y, —.... (fig. 128). 



Ftg. 128 


I 

Ejemplo 3. I.a curva y = e x tieno una aaíntota vertical taO, puoato 

quo lím c*—oo (tig. 129). 

¡ Mg O 
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II. Asíntotas oblicuas. 

Supongamos quo la curva y — j (x) tiene una aaintota oblicua, 
cuya ocuación os: 

y = kx+ b. 4 (1) 

Determinemos los números k y b (íig. 130). Sea M (x, y ) un 
punto de la curva y N (x, y), un punto de la asintota. La longitud 
del segmento MP es igual a la' distancia entre el punto M y la asín- 
tota. Según la hipótesis 

lím MP = 0. 


(2) 
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Designando con q) el ángulo forraado por la asíntota y el eje Ox, 
del tsNMP hallamos: 


NM = 


MP 

COS (p 


Puesto que <p es un ángulo invariable (diferente de • según 
la igualdad anterior tenemos: 

lím NM = 0. (2) 

Reciprocaraente, de la igualdad (2') se deduce la igualdad (2). Pero 
NM = | Q M - QN | = | y - y | = | / <x) - (kx + b) |, 
la igualdad (2') toma la forma: 

Hm [/(z) -fcr-i] = 0. (3) 

JC-*+ » 

Asi que.l si la recta (1) es una asintota, se curaple la igualdad 
(3). Reciprocaraente, si para k y b constantes se cumple la igualdad 
(3), Ja recta y — kx 6 será asíntota. 

Determinemos ahora k y b. Despejando x en la igualdad (3), 
obtenemos: 


lím je f-fc —* 1 = 0. 


Puesto quo x —► + °°» debo cumplirse la igualdad 

/w 


lim [- 

-► + ~ L 




Cuando b es constante, iím — = 0. Por tanto, 

x-too X 


.sJ-r 1 -*]- 0 - 


lim 


/(*) 


(4) 


Conciendo k, hallamos b de la igualdad (3): 

6= lím [/(*) — **]. 

X -f oo 


(5) 
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De guerte que si la recta y == kx + b es una asintota, entonces 
k y b se oncuontran según las fórmulas (4) y (5). Recíprocarnente, 
si existen los límites (4) y (5), se cumple la iguaidad (3) y la recta 
y =» kx -f b es una asíntota. Si uno de los límitos (4) y (5) no existe, 
la curva no tiene asintota. 

Observemos que hemos estudiado ei problema referente a la 
figura 130, cuando x -f-oo; sin embargo, todos los razonamientos 
son válidos también para el caso cuando x -*• —oo. 

Kjemplo 4. Hollar laa nsíntotaa de la curva 


x 

Soluoióu: 1) Hallamos las asíntotas verticalea: 


cuando *—►—0, 

cuando *-»-+0, y —►—oo. 


Por consiguientu, la recta *=0 os una aaíntota vertical. 
2) Encontremos las aafntotas oblicuas 


* — lim -|-= l(m -1= llm 

*-»±oo x x-*±oo *-*±oo 



«1, 


es decir, 


*== 1. 


&=■ lím [y—*)*» lím — —- —*1 =* 

*-»±oo x-*±oo L x * J ’t 

_ ita » ■[.. ilm f2—L] -2 - 

X—±CO L * J x-*±oo L * J 


o bien, 


Por conaiguionte, la recta y =» * -f 2 es una asíutota obltcua de la curva 
dada. 

Para eatudlar la disposicióa mutua do Ia asíatota y do la curvn, examinemos 
ia diferoncia de laa ordenadaa de la curva y de la asíntota para un mismo valor 
d« x: 

e±|Lzl_„ +2)= _±. 

La diferencia es negativa para * > 0, y positiva para * < 0; por tanto 
cuando i > 0, la curva está situada debajo de la asíntota, y cuando * < 0, 
encima de la asíntola (fig. 131). 

Ejemplo S. Hnllar las nsintotas de la curva 


y = c“ x son *-f-*. 



Esquema gentral áel análirit de Junclones 


lft9 


Soluoión 1) Evidonterocnto no oxisten asíntotas verticales. 
2) Las asinlotas oblicuaa során: 


«E£±f« lím fi^£2!LL + il-i, 
* X^+« L * n J 


lím lím 

x-*+* l 

b= lím le'^aonx-f-*— x )■=* H» •"*senx“*0. 


Por consiguieute, la recta 

oa ona asintota oblicua para i->- +oo. La ourva dada no tiene aaintota 
cuandoi-*-—oo. Enoiccto.no oiiste lim , puosto quo ü-~í_ M n*+i. 

—ao * * » 



(Aqui, el prínier sumando crece indoíinidamente cuando * -► — oo, y, por 
tanto, no tiene limite). 


{ 11. ESQUEMA GENERAL DEL ANAUSIS DE PUNCIONES 
, Y DE LA CONSTRUCCION DE GRAFICAS 

E1 análisisdefuncioneseereduce generalmente a la determinación 
do los siguientes elementos: 

1) el dominio natural de doiinición de la función; 

2) los puntos de discontinuidad de la función; 

3) los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcíón; 

4) los puntos de máximo y mlnimo, asf como los valoros máximos 
y minímos de la función; 
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5) los dominios de convexidad y concavidad de la gráfica y los 
puntos de inflexión; 

6) las asintotas de la gráfica de la función. 

Este análisis permite construir la gráfica de la función (a vcces 
resulta más conveniente trazar los elementos de la gráfica simultá- 
noamente con el análisis). 

Observacióo 1. Si la función estudiadá y = / (x) es par, es decir, 
cs tal que el valor de la función no varia cuando el argumento cambia 
de signo, cs decir, si; 

t (-*) - / (*), 

será suficionte analizar la función y construir au gráfíca sólo para 
los valores positivos dol argumcnto, pertonecientos al dorniuio de 
definición do la función. Para los valores negativos dol argumento 
la gráfica de la función se construye tcniendo en cuenta que una 
función par tiene su gráfica simétrica respecto al ejc de ordenadas. 

Ejomplo 1. La función y =* z a es par, puosto qua (— z*> — (z) a (véase 
fig- 5). 

Ejomplo 2. La función y = cos * os par, puesto quo eos (—i) -- cos (x) 
(véaso fig. 16). 

Observacfón 2. Si la función y f (x) es impar, es decir, que 
ia función cambia de signo cuando varia el argumento, o sea, si; 
/(-x) = -/<*), 

será suficiente analizar la función para los valores positivos del 
argumonto. La gráfica de una función impar es simétrica respecto 
al origen de coordonadas. 

EJemplo 3. La función y *= x* es impar, puesto que (—z s ) — x s (véa 

so fig. 7). 

Ejemplo 4. La funcíón y =n sen x es ímpar, puosto quo son (—x) — 
— —sen x (véase fig. 15), 

Observaeión 3. Como el conocimiento de algunas propiedades 
de una función permite liacer conclusiones sobre las otras, a veces 
resulta conveniente elcgir el orden del análisis partiendo de las 
particularidades de la función dada. Por ejomplo, si dcterminamos 
que la función dada es continua y derivable, y encontramos los pun- 
tos de máximo y minimo de la misma, quedan determinados también 
los dominios de crecimiento y decrecimiento de la función. 

Ejemplo 5. Analízar la lunciéo, 

y construir su gráfica. 
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Soluclón. 1) El domínio de deíinición do la funeión es el intervalo 
—oo < x < 4- oo. Inmcdiatamente observamoa que para x < 0 teuemos 
y < 0 y para x >0 tenemoa y > 0. 

2) La función es continua en todos los puntos. 

3) Analicemoa los máximos y mínimoa de la función partiendo de la ocua- 

ción 

Hallamos los puntos críticos 


x l= =—1, x%— 1, 

Analicemos ahora la naturaleza de los puntos crfticos: 

cuando X|<— 1 tonomos p'<C0; 
cuando X|>^1 tenemos y' >0. 

Por tanto, ia función tíene un mfnimo cuando x = — 4: 

»="-0.5- 

De igual manero: 

cuando x< 1 tenomos y'>0; 
cuaudo x > 1 tenemos y ' < 0. 

Por tanto, la fuución tieno un máximo cuando x = i: 

Vmíx =(»),«!-0,5. 

4) Detcrminomos los campos de crecimiento y decrecimiento de la fun— 
ción: 

—oo<ar< —1 toncroos y'<0:la función decroco; 

— 1<x<1 tenemos y'>0: la función crece; 
l<x< 4-co tenemos y'<0:la función docrece. 


5) Determinemos los campos de convoxidad y concavidad de la curva 
y los puntos de inflexión partiendo de la ecuación 


obtoncmos: 


2x(^-3). 

* d+**) s 

,, = -y5. i 2 =o, i,=y5. 


Estudíando y" como función de x, encontramos que: 
para —oo<x< —V3 tonemos y'<0: la curva os convexa; 

para — '{/<}<£ x<0 tenemos y*>0: la curva es cóncuva; 

para 0<x<l/® tenemos y*<0: la curva es convexa: 

para V5<x< -$-oo tenemos y’>0: la curva es cóncava. 

Por tanto, el punto de coordenadas: i»-y3, y=»— , es el de 

inflexión, lo mismo que loa puntos (0, 0) y ^V3, "^) * 
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6) Hallemos las asíntotas de la carva: 

paraz -►-J-oo tenemos y -*-0; 
parax co tenemos y ->-0. 

Por consigniente, la rocta y — 0 es la única aafntota oblicua. La curva 
oo tione asíntotas verticalos, puesto que no existe ningún v&lor íinito do x para 
ei cual la función tionda al infinlto. 

La gráfica do ia curva eatudiada está expuesta en la figura 132. 

Ejemplo 6. Analitar la función 

2ax* — 

y construir su gráfica. 



Ftg. 1S2 


Solución. 1) La función está dofinida para todos los valores de x. 

2) La función os continua en todos los puntos. 

3) Analicemos los móxiinos y los minimos de ia función: 

• 4ox — 3x* _ 4a—3x 

V ~ (2o —x)> ' 

La derivada oxiste en todos los puntos a excepción de los siguientes: 
x,=0 y xt-;2a. 

Analicemos los valores iimites de ia derivada para x — 0 y paro x -*■ + 0: 

,, 4a—3x _ .. 4a —3x 

llm ^r- = — oo, lím — -j _ =s"» 4-oo 

X— o 3 if x (2a + x)* »-*+0 3 X y (2a-f x)« 

para x < 0 tenemos y' < 0, para x > 0 tenemos y' > 0. 

Por tanto, la función tiene un minimo cuando x = 0. E1 valor do la fun- 
ción on cste punto os cero. 

Estudiemos ahora )a función en otro punto critico x, = 2 a. Sj x — 2a, 
la derivada también tiende al infinito. Sin embargo, en este caso, para 
todos los valorosdox próximoe a 2a (tanto a la derecha como a la izquiorda dei 
punto 2a), la derivada es negativa. En consecuencia, en este punto la función 
no tione máximo. ni mínimo. En el punto x 2 — 2a, como también en la pro- 
ximidad de éslo, lo función decreco. La tangento a la curva on esto punto es ver- 
tical. 

Cuando x«c-^* lo dorivada »e rcduco a cero. Estudiemos la naturaloza 

de este punto críiico. Analizando la expresíón do la primera derivada, 
obsorvemos que 

parax<y tenemos p'>0, parax>^ tenemos p'<0. 
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Por tanto, la función tendrá un máximo para x = : 


4) Utilízando los reaultadoa del anáiiais eíectuado obtenemos los campos 
do crecimiento y decrecimiento de la función: 

para — co-<x<0 la función decrece; 

Áfl 

para 0<x< -g- la función crece; 
para ^<x<-f-co la función decrece. 

5) Hallemos los campos de convcxidnd y concavidad de la curva 
y puntos de inflexión: la segunda derivada 



9i 5 (2o— i) 5 


no ao reduce a cero en ningtin punto. Sin embargo existen dos puntos en los 
que la segunda derivada es diacontinua: los puntos x¡ — 0 y x 2 = 2 a. 



Investiguemos el signo de la segunda derivada en la proxímidad de cada 
uno do estos puntos: cuando x < 0 tonemos y m < 0, y la curva tiene su con- 
vexidad dirigida hacia arriba; 

cuando x > 0 tenemos y" < 0, y la curva tiono su convexidad dirigida hacia 
arriba. 

Quiere decir que el punto de abscisa x — 0 no es el punto do inflexión. 
Cuando x < 2a se tiene y" <C 0, y la curva tieno su convexidad dirigida 
hacia arriba. 

Cuando x > 2n se tione y m > 0, y Ja curva tiene su convoxidad dirigida 
hacia abajo. 

Quiere decir que el punto (2«; 0) de la curva cs el de inflexión. 
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6) Hallemos las asíntotas do la curva 

x_ Ita 

X-»±oo r * 


lim 


X-*±oo r * 


2o±>—±»4-x® 


6= lim [^2ox* — x* + xl*¡s lím . ..... ¿r ---■ 

x-*±co x-*±oo y (2ax* — z 8 ) a —if 2ax* — x*-j-x* 

Por tanto, la recta 

—*+í 

ea una asintota oblicua de la curva 

y — 2ux a —x a . 

La gráfica de la función estudiada se da en la fig. 133. 


2a 

3 


J 12. ANALISIS DE LAS CURVAS DADAS 
EN FORMA PARAMETHICA 

Soa la curva dada por eeuacione9 paramétricas 

*=<p(í),) 

i 


(i) 


En este caso el análisis y la construcción de la curva se eíectúan 
de manera análoga a la que ha sido utilizada para la curva dada por 
la ecuación 


V = f (*)• 


Primeramente calculamos la9 dcrivadas: 


( 2 ) 


Para los puntos de la curva en la proximidad de los cuales ósta 
sirve de gráfica de la función y — f (z), calculamos la derivada 


dy 

dx 


<P'(‘) 


(3) 


Encontremns los valores del parámetro í = (j, ( 2 , ... t k para 
los cuales por lo menos una de laa derivadas, <p'(í) o <p'(í), se reduce 
a cero o tiene discontinuidad. (Tates valores de í los Úamaremos 
críticos). Según la fórmula (3), determinemos el signo de la derivada 

“ en cada uno de los intervalos (íi, h); (t¡, t¿; , . ((». t , ít) 
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y, por tanto, en cada uno de los intervalos (x,, z 2 ); (z 2 , z 3 )\ . . . 
. . (x^-i, x/,) donde z, — tp (t,). De esta inanera quedan deter- 

minados los dominios de crecimiento y decrecimiento. Esto da la 
posibilidad de determinar la naturaleza de los puntos que correspon- 
den a los valores del parámetro t u t¡, . . ., l k . Lucgo calcuiamos: 

£v — '»"(*)'P'ffl — <?"(*) V'W ,,, 

dx?~ lv(t)f ■ W 

Esta fórmula nos permite determinar la dirección de la con- 
vexidad en cada punto de la curva. Para haliar las asintotas, encon- 
tramos tales valores de t, en cuya proximidad una de las variables, 
x o y, tienda al infinito y tales valoresdeíencuyaproximidadie y 
tíendan al infinito. Después rcalizamos el estudio de la curva del 
modo habituai. Mostremos con ejemplos aigunas particularidade 
del estudio de las curvas dadas en forma paramétrica. 

Cjcmplo I. Analizar ia curva dada por las ecuaciones 
* = «cos«í, 1 

y«=ason 8 í. / v * 

Solueión. Los valores x o y csláb determinados para todos Ios valores 
<le t. Siendo periódicas las funciones cos* t y sen 1 t de nerfodo 2», será sufi- 
ciento considerar la variación deJ parámetro t cn los lunitcs do 0 hasta 2jt. 
C1 segmento [— a, a) ca el domiuio de definición tauto para x como para y. Por 
consiguiente, la curva cstudiada no tiene asíntotas. Hallemos ahora: 
d* ___ . 1 


-tt- ■* — 3 a cos a t sen t, 1 

dy | 

sen* / co9t. J 


Estas derívadas se reducon a cero, cuando n, 2n. Deter- 

minemoa: 

dy _ 3<» son* t cos t _ 

dx — cos* t sen t ^ ' ' 

Tomando en consideración las fónnulas (2 f ) y (3 f ) componemos la tabla siguiente. 
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De la tabla se deduce que laa ecuaciones (l') defincn dos itmciones continuas 
del tipo y = / (i); para 0 < / < Jt tonemos y > 0 (véanse dos primeros renglo- 
nes de la tabla), para n < i < 2n tonemos y < 0 (véanse los últimos renglones 
de la tabia). De la fónnula (3') so deduce: 


y 


lím 


iy 


lím a^=oo. 


En estos puntos la langente a la curva os vertical. Hallemoa ahora: 


ÉL . 

il i-o 


iy 

1 r 


áü - 

dt |í-2n 


En estos puntos la tangonto a la Curva es horizontul. Calculcmos abora: 

d*y _ 1 

* Séa^SacósITséñT' 

Do aquí so deduce: 

S>° 

para 0< I < Jt, la curva es cúncava 


para n < I < 2n la curva es convoxa. 



Loe resultados obtenidos pennilen construlr una curva correspendiento 
(fig. 134). Esta curva so llama astrclic. 

Ejemplo 2. Construir la curva dada por las eenacioncs (/o llo ie Dcscartcs) 
ial 3ai> .... 
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Solucióo. Estas dos funciones están dcfinidas par* todos los valores 
de t, a excepción de t= —1, además: 


lím x i 

*-*— 1-0 


3«i 

lun . -T 
t~*— 1—0 » -f l'* 


4-oo, Ifm v 
t-+— i—o 


p Ifm • 
i—»—1—o 


3aí* 

14 - 1 * 


i— <x>; 


lím *=—oo. lím u=»4”Oo- 

<-•-1+0 t-+— 1-4-0 


Observemos ahora que 

para <<=>0 es x»0, y=0, 
para t —>+oo es * —► 0, y—►O, 
para t —co es z-**0, y—► (). 

Hflllemos £ y ií. : 

6<i 

dx_ \2 / dy 3al (2—1*) 

“3T" _ (l-h<*)* • di ™ (14-1*)* * 
Para 1 obtenomos los siguientes valores críticos: 


<i--l. <2 = 0, ty. 


dy 

dx 


V*' 

/(2—1*) 




Hallomos nhora: 

ÉJL 

ütiliíaodo ias fórmulas (1*), (2"), (3*) componemos la tabla. 


(3*) 


Campo de 
rarlaolbn dc 1 

Campo da vnrlo- 
cldn corrrspon- 
dlcnte de x 

Campo úe varla- 
clón correspon- 
dlente de u 

Sl^no 

du 

dx 

CarActerde varia- 
clón rto ii cn 
funcldn dc x 
(v - / <*)> 

■ ■ 

0 < * < + oo 

0>v > —co 

m 

Decrece 


— co< x< 0 

+ (»>p>0 

B 

Decrece 


0<*<of4 

o<¡p<«ir2 

B 

Croce 


a tf'í > x > a f2 

«^2 <»<o't r * 

B 

Decrece 

|i5S 

a ^2 >x + 0 

“ rí>»>o 

+ 

Crece 


De la Eórmula (3“) ao detluce: 
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Por tanto, la curva naaa oor el otigen de coordenadas dos voces: una vor, 
con Ja tangente paralela ai eje Ox y la otra, con la tangente p&ralela al 
ojo Oy. 

Ahora: 



En esto punto la tangente a la curva es vcrtical. 



En este pukito Ja tangente a la curva es horizontal. Busquemos la asíntota: 



De fgual manera hallemos: 


k= lím -=■=—4, 

X—oo X 


lím (y——«. 

*-*—OO 

Así, la rocta y = — x — aesla asíntota también de la rama de la curva 

*** ^Tenninado el anó-lisis podemoa construir La curva (fig. 135). 

Algunos problemas relacionados coq el análisis do Jas curvas serán ostudia- 
dos adicionalmente en el capítulo VIII, § 20. «Puntossingulares de una curva*. 


Ejerclcloe para el capítulo V 

Ballar los extremos de las funciones: 1. 2x-J-3. Hsspuesta: 

j 7 

P ara *- 1 - 2 ‘ V — 3 — 2 xa + 3x4-l .ftespuesta: I/ ináx ^y P^Ta x=l. 

3. p~¿*-9x»+15*4-3. R'tpuesta- y m6l = 10 para *-l, y m[ñ -22 para 
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z*5. 4. y = — x* + 2x*. fí'spuesia: y ra4x = i para x=.±l, y m¡n = 0 para 
z — 0. 5. 8x a -f-2. fíespuesta : y m4jl = 2 para * = 0, íf mIn =—14 para 

x^ ± 2. 0. y = 3x*—l25x*-f-2160x. fíeapuesta: máx para x= —4y *=3, mín 
para*=— 3 y x-=4. 7. y = 2— (*—1) 2/3 - Respuesla: l/, náx = 2 para x — 1. 

8. y»=3—2(x-f-l) a . fíeapuesta: no hay máx ni mín. 9. y —• 

fíespuesta: mín para x*=~\/2 % máx para x =— ~[/2- 10. y . 


fíespuesta: máx para *“-r-. 11. y = 2e*-}- e - *. fíespuesta: mín para x= -—. 

« 4 

* 2 ' lax ' l,c ‘P ue ‘“ I - K ro ii,— * P»ra *=•«. 13. , = cosx+seni(—y < 
Resputtta: —V? parai=i-. 14. y = sea 2r—x (—-2-< 

< í <^r) • Despueita: máx para * — mín para . 13. p = i + 

-f-lg*. fíespuesta: no hay máx, ni mín. 16. y*=e x senx. fíespuesla: rnín para 

* = 2Arn—, máx para * = 2An+-|-n. 17. p — x* — 2x*-f2. Tíeípuexia: máx 

para * = 0; doa mínimos para x=» —1 y *«=1. 18. y = (*—2)*(2x-f 1). fíespues- 

ta: Vcain^ - P ara Zmm \ ’ fíespueata: mín para *= 1; máx 

para * = —1. 20. y = *a(«—*p. flexpueela: y m4x = ~ para *=-|; y roín =0 

para *=*0 y para x —a. 21. y = ——{-—-—. fíespuesía: máx para ¿ ; ; 

* C —X a — o 

min para 22. y=*-f-Vl— z - fí«*pueela: y ro4x =-|- para *=-|* ; 

— 1 para x*= —1. 23. y = *Vu!*(*<l). Respuesla: y roAx =-|-j/y 
2 x 

para x = y. 24. y = ^-^j. fíespuesta: mín para x = —1, máx para x=l. 
25. y = *In*. Respuesta : mín para *—-i-. 26. y=xln*x. Respuesla : méx 


para * = e 2 ; mín para *=»1. 27. y = ln*—arctg*. Respuesta: Función va 
creciondo. 28. y = son 3x— 3 sen x. fíespuetta: mín para *—; móx para 
3n 

z —~2~‘ 2®* y — 2x-f arctg*. fíespuesta: no hay extromos. 30. y = senxcos a *. 
fíespuesta: mín para x = -^-; doa máximos: para x = arccos /I y para 

* -- arccoa (-/?)• 31. y = arcson (son *) Respuesta: máx para * = 

(4ff»+l)n. , _(4m+3)n 

----, min para x= - - -, 


14—534 
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Hallar los valores máximos y mínlmos de las funciones on los segmontos 

iodicadoa: 

32. y— — 3* 4 -f6x 2 .— 1 <— 2<*-<2).’ fíespuesta: y m&x =»2 para x»=±;l f 

l'n.lD^- 25 P 11111 *“**■ 

x 3 23 

33. p = -2x a -{-3x + l( — l<x<5). Rctpuesia: y máx *=-g- para * — 5, 

13 

8 P ara 


M- (0<*<4)- Respucstit; y raJI -*/ 5 para y raln «- —l 

para r«-0. 35. y =--aen 2r—x )—|-<x<-^-) . Rcspuesta; y ra4l = -|- para 
n 3\ n 

Y *"* X ~T' 

36. Con una bojalata cuadrada do lado a ea preciso bacer un cajóu abiortc 

S or arriba que tenga cl volumcn máximo. So recortan cuadrados en los ángulo? 

o la bojalata y ae dobla csta para formar el cajón. ¿Cuál debe ser la iongitud 
del lado do los cnadrados cortados? 

Respuesta: a!6 . 

37. Demostrar que do todos los rectíngulos que pucdan inscribirse 
on un circuio dado el cuadrado tieno el área máxima. Demoslrar que el cuadrado 
tendrá tambicn cl perimetro máximo. 

38. Demostrar que de todos los triángulos isósceles inscritos en un círculo 
dado un triángulo oquilátero tendrá el porímetro máximo. 

39. Hallar un iriángulo rectaogular del área máxfma_cuya hipotenusa 
cs h. Respucsta: la longitud do cada cateto es igual a h/\T. 

40. Haliar la altura do un cilindro recto do volumen máximo inscrito 
en una osfora do radio R. 

Refpucsta: ia altnra cs igual a 2/f/V3- 

41. Hallar la aítura de un cilindro recto que tenga la superficie laleral má- 
xima, inscritoon una esfcra de radio R. Respuesta: la altura es igual a R '\/2. 

42. Hallar la altura do un cono recto de volumen mínimo, circunacrito 
alrededor de una esfera de radio R. Respucsta: la altura es igual a 4 R (el 
volumcn del cono es igual a dos volúmertes de ia esfera). 

43. El intcrior de un recipionte con ci fondo cuadrado y abierto por arriba 
dobe revostirse con plomo. Si el voluinen del recipiente es igual a 32 lit,;cuálcs 
dehen sor sus dimonsioncs pnra quo sca mínima la cautidad do plomo? 

Respuesto: la altura es 0.2 m; el lado do la bose es 0,4 m (es aecir, el lado 
de U base debe scr dos veces mayor que la altura). 

44. Un tcchador quiore fabricar un canalón obicrto de capacidad máxima. 
Bi fon/lo y los costados dei canalón deben ser de 10 cm de ancho, «dcmás los 
«oatados han de estnr igualmente inclinodos respecto al fondo. ¿Cuál debe ser 
ik anchuTa del canalón por arriba? 

Rtspuesta: 20 cm. 

4ó. Demostrar quo un pabellón cóníco de_capacidad dada requiere una 
cantidad mínima do tela cuando au altura es Y2 veces mayor que cl radio do ia 

base. 

46. Haco falta fabricar un cilindro abierto por arriba, cuyas paredos 
y el fondo tengan un csposor dado. ¿Cuáles deben ser ias dimensiones del ciliudro 
para quo, daaa la capacidad, sca mínima la cantidad de material utilizado? 

Respuesta : Sl R es cl ra dlo I nterior de la ba9e y u, el volumen interio r 
del cilindro, ontonces: R — vfn. 
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47. Es prociso fabricar una caldera, compuesta de un cilindro y dos fondoa 
semiesféricos, con paredes de espesor constante, de modo que con el volumen 
dado v tenga una suneríicie extcrior mínima. 

Respuesta: la caldera debe tener la forma do una psfera con radio inte- 
rior R, igual a y' 3i>/4n.. 

48. Construir un trapecio isósceles que, dada el área S , tenga un porímetro 
minimo; el angulo en la ba se del trapecio es a. Respucsta : el largo del lado late- 
ral es iguai a ys/sena. 

49. luscribir en una esfera de radio R un prisma triangular regular de 
volumen raáximo. 

Respuesta : la aitura del prisma os igual a 2Rf\f$. 

50. Círcunscribir alrededor de una semiesfera de radio R un cono de volu- 
men mínirao; el plano de la baso dcl cono coincido conelde la base de la semies- 
íera; bailar la altura del cono. 

Respuesta: la altora del cono es igual a R 

51. Circunscribir alrededor de un cilindro de radio r un cono recto de volu- 
men mfnimo; suponicndo oue coinciden los planos y los centros de ias basos 
circulares del cilindro y ael cono. Respuesta: el radio do la base del cono 

cs igual a y. 

52. Cortar un segmento de uua hoja circular do radio R. Esto segmento 
dobo ser tal que al enrollorlo so obtcnga un erabudo de capacidad máxima. 

Respuesta: el ángulo central del scgmento cs igual a 2n j/273. 

53. Hallar el cilindro del volumcn máximo entre todos los cilindros redon- 
dos inscritos en un cubo dado con arista a do talmodo que sus ojes coincidan con 
la diagonal del cubo y laa circunferencias de las baaes toquen Ias caras dci 
mismo. Respuesta: la altura del cilindro es igual a a V5/3. cl radio do la base 
os igual a a/V&- 

54. Sea dado un punto (xo, y 0 ) quoseballa en el primer cuadrante en el sis- 
tema rectangular de coordenadas. Trazar por esto punto una recta, de manera 

3 uo íorme un triángulo do área mínima con las direcciones positivas de los eics 
e coordenadas. 

Respuesta: lo recta corta en los ejes los segmentos: 2x 0 y 2y 0 , es decir, tiene 

ia ecuación h —— «■* 1. 

2*o 2 y 0 

55. Seo dado un punto, Bn el ojo de la parábola y 1 = 2 px a la distancia 
a del vórtice. Hallor la abscisa del punto de la curva más próximo ai punto 
dado. 

Rcspuesta: x * a — p. 

56. La solidez de una barra de sección rec.tanguiar os directamento pro- 
porcional a la anchura y al cubo de aJtura. Hallar el ancho do la barra doináxima 
8olidez que podría ser cnrtada de un tronco de madcra de 16 cm do diámetro. 
Respuesta: la anchura es iguol a 8 ctn. 

57. Un torpedero so encuentra anclado a 9 km del punto más próximo 
de Ia'costa. Es preciso enviar un mensajero a un campamento militar situado 
a 15 km del punto de la tierra més próximo al torpedoro, contando a lo largo de la 
costa; el mensajero. nndando a pie hace 5 km/hora y remando, 4 km/hora. 

¿En quó punto de ia costa debo desembarcarso el mcnsajero para Hegar 
al camparaento en ol tiompo mfnimo posible? 

Rcspuesta: A 3 km del campamento. 

58. Un punto se desplaza por un plano en un medio, dispuesto fuera 
de la linea MN, a la velocidad y por la línoa MN, con la p 2 . 

¿Que caiuino debe pasar el punto para desplazarse do la posíción A a la B, 
aituada en la línea MN, en un tiempo mfnimo? La distancia cntre cl punto 

* 14 * 
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A v la línea MN es igual a h; la distacia outre la proyección a del punto A sobre 
la línea MN, punto B es igual a a. 

RespuestaTai ACB cs el trayocto del punto, tonemos: 

cuando > — , y aC =» a£, cuando 
AC AB 02 AB v 2 

59. Una carea w se eleva mediante una palanca, siondo F la íuena aplícadá 
a un extreruo de éáta; el punto do apoyo se encuentra en ol otro eatremo de la mis- 
ma. Si la carga está coigada en el punto quo se balla a la distancia a cm del 
do apoyo v cada centímetro lineal de la palanca pesa v gramos ¿cuól debe ser 
la longitua de la palanca para quo la fuerra necesaria para elevar la carga sea 
mínlma? 

Respiusta : * *= ’Y'lawfv cm. 

60. Realizadas nmedicione9 do una magnitud incdgnita x, so han obtenido 
las lecturas: x«, x 2 , . . x n . Demostrar que la suma de los cuadrados de los 
errores (x — xj) 1 ~h (z — x*) 1 + . . . .-r(* x n)* será la mlnima, si se toma 
por x ei núinero (x t ■+■ x 2 -f- • • • x m )fn. 

61. Para disminuír cuanto sea posible la fricción del líquido contra los 
paredes de un canal, ei área mojada por el agua debe ser mínima. Demostrar 
que la mejor forma del canal rectangular abierto de área dada de sección traus- 
versal, es aquélla en que el ancho aelcanal es dos veces uiayor que su altura. 

Hallar los puntos de inflexióú, los intervalos de convexidad y concavidad 
de las curvas. 

62. y = x®. Respuesta: para x < 0, la curva es convexa, es cóncava 
para x > 0; hay punto de infiexión para x = 0. 

63. y - i —x*. Respuesta: La curva es convexa en todos los puntos. 

64. y = x* — 3x’ — 9x -h 9. Respuesta: hay punlo de Inflexión parti 
** 1 , 

65. y «=» (x — 6)*. Respuesta: hay punto de ínflexión pnra x — b. 

66. y — x*. Respuesta: la curva es cóncava en todos los puntos. 

67. y = | Respuesta: hay punto de inflexión para i»± * 

68. y = tgx. Respuesta: hay punto de inflexión para x=«n. 

69. y=xe“*. R*sp uesta: hay punto de inflexión para x = 2. 

70. y = a— ^x—fr. R espuesta: hay punto de inflexión para x — ó. 

71'. y — a —y (x— &)*. Respuesta: la curva no tiene el punto de infloxión. 

Hallar las asíntotas dc las curvas siguiontes: 

72. y,—• Rsspuesta: x=»f¡. |/“0. 73. y —• Respueata: x= — 2; 
«* 


y = 0. 74. ye=c-f . Respuesta: r«fr, y=c. 75. y-»®*—f. Rmpuesta: 

x«r0; y=»0. 76. yB-lnx. Respuesta: x=0. 77. y 8 = 6x a 4"X*. Respuesta: 

x* 

y=x~h 2. 78. y* = a3—x*. Respuesta: y-+-x = 0. 79. y a —— . Respuesta: 

x = 2«. 80. y*(x— 2«) = a a — «*. Respuesta: x = 2 a, y ==»±¡ (x-f-«). 

Analizar las funciones y construir sus gráficas: 

St. 2»+10. 82. lí—jiqpjp- s 3 - »«=* *- M- V — ■ 85. 

_4+* .. _ * _*+2 * a 


= ■!++ . 88 . i/ 


'**- 1 


87. y = 


8. y = 


1 + x* 


* = z*-x. 90. y- 
. 81. g = f"* + 2. 92. ¡,=*-tf r x»+T-93. l^i.84. 
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95. y — x*e~ x . 96. y —z— ln(x-fl). 97. y98' y = sen3x. 
99. j/ = í4-8en r. 100. y —x aen x. 101. y = «** x sen x. 102. y=*=ln9enx. 

. c x= í», 

103. !í = — 104. j 

l y "~Z' 

/ ar=*a«*coa< t 
\ y=*ae l sen í. 


f Jc i*, 

104. 1 105. í *=;!’ 10«. { — <‘- 9en .‘¡- 

, y *■ \ y=l». \ y = a (1 — coa <). 


Problemas complemcntarios 

Hallar las aslntotas do las lfneas: 

*»+1 

y=ar. 110. 2y (x-j-l)*—x*. flespuesta: x«=—1; y=*-\-x — 1. 111. y* = a*—x*. 
flespuesta : x-f-y=0. 112. y = í”**senx. Retpuesta : y-=0. 113. y«*r“ x aen2x + *. 
flespuetta : y = x. 114. y = x ln ^ j . A«spu««/a: x=— ; y=*x-|—. 


115. y ™ x« : 
V 


2t fi 

flespuesta: x=0, y = x. 116. x = ^ , y — . /?«ipu«*fa: 

-x. 1 1 

* 2 1 2 ' 

Eatúdienso laa funciones y constrúyanae aus gráficas: 

117. y«*| x |. 118. y = ln|x|. 119. y* = x*—x. 120. y-(x-|-l)»(x—2). 121. y = 

*=* + |*l- 122. y-fT*-x. 123. y=x* yí+T- 124- y=-^--lnx. 125. y- 

«=~-lnx. 126. y^x-jl—. 127. y = . 128. y —x+í^í. 129. y —zlnx. 

1 

130. yias« x —x. 131. y — ] sen 3x |. 132. y — —• 133. y = xarctgx. 134. y = 
= x —2arctgx. 135. y = «”**sen3x. 136. y = laenxH-x. 137. y —son(x*). 
138. y — coa*x+sen*x. 139. y — . 14 Q. y» f) ■. 141. y — 

X—|x| \ x-Mx| 
2 


(_«<,<«). 142. * J )_i 

(—««• lí—|-(3i + |»|) + l. 144. t =i.[3(»-l) + |*-l|| + l 


( 0 <*< 2 ). 



CAPITULO VI 


CURVATURA DE UNA CURVA 


§ I. LONGITUD DEL ARCO Y SU DERIVADA 

Supongamos que un arco áe la curva M 0 M (fig. 136) sea la gráfi- 
ca de la función y — / (x), definida en el intervalo (a, fc). Determine- 
mos la longitud del arco de la curva. Tomemo3 en ia curva AB los 
puntos M 0 , M i, M 0 , . . ., M„ . . . M n - t , M. Uniendo 

con rectas los puntod tomados, obtenemos una linea quebrada 



M 0 M,M¡ . . . M,-¡Mi . . . M„-,M, inscrita en el arco M 0 M. 
Designemos por P„ la longitud de esta línea quebrada. 

E1 límitc (lo jndiquemos con s), al cual tiende la longitud de la 
línea qucbrada cuando tiendo a cero la longitud del sogmento más 
grande M,-,M, se llama la longitud del arco M 0 M, si este límite 
cxistc y no depende de la elección de los püntos en la línea quebrada 
M 0 M,M j . . . M,- ,M, . . . M„-,M. Observamos que la definición 
de la longitud del arco de una curva arbitraria es análoga a la de 
longitud de una circunferencia. 

En el capítulo XII demostraromos que, si on el segmento (a, ól 
la función / (x) y su derivada /' (x) son continuas el arco de la curya 
y ¡ (x), comprendido entre los puritos I a\f (a)| y ló; / (fe)l, tiene 
una longitud bien determinada. En el mismo capítulo se demostrará 
el modo de calcular esta longitud. También será establecido (como 
corolario) que en las condiciones dadas la razón de la longitud de 
cualquier arco de esta curva a la longitud de la cuerda respectiva 
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tiende n 1, cuando la longitud de cuerda tiende a 0: 

lim long - -« 
o long. M„M 

Este teorema puede ser fácilmente comprobado para la circun- 
ferencia*, sin embargo, cn el caso general, lo tomaremos ahora sin 
demostración. 

Estudiemos ei problema siguiente. Sea y =• / (x) la ecuación de 
una curva cn un plano. 

Sea M a (x 0 , !/o) un punto fijo do la curva, y M (z, y), un 
punto desplatabie de la misma. Designemos por s la longitud del 
arcó M 0 M (fig. 138). 


Flg. 137 Flg. 138 

Ai variar la abscisa x del punto M varía tambión la longitud 
1 s del arco, es decir, s es una función de x. Calculemos la derivada 
s con respecto a x. 

Daremos arui incremento Ax. Entonces el arco s recibirá un 
inctemento Ax — long. MM¡. Sea MM¡ la cuerdn de este arco. Para 

Aj 

determinar lím -j—, procedamos de la manera siguiente: del triingulo 
A* 

CiMMiQ encontramos: 

MM\ (Ax)«H-(Ay) ! . 

Multipliquemos y dividamos por As* el primer miembro: 

(^yA/ = (A*)* + (Ap) 1 . 

•) Conflideremos ol arco Afí, cuyo ángulo central ea ígual a 2a (fig. 137). 
La longitud do esto arco 09 igual a 2fía (fí ea el radio do la circunferencio) 
y ta de su cuerda es igual a 2fí sen a. Por eso: 

long. AÉ 2 fía 
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Dividamos por Ax a todos los térmioos de la igualdad: 

Encootremos los Hmites de los miembros primero y segundo cuan- 


do Ax 0. Teniendo en cuenta que lím MJííl = i y lí m = 

OT t ^0 As A^o Ax 



Obtenemos la siguiente expresión para la diíerencial de un arco: 

*- V *+(£)'** {2) 

o bien* 

ds = Vdir+ dtf. (2") 

Hemos obtenido la expresión de la diferencíal de la longitud 
de un arco cuando la curva so da por ia ecuación y — / ( x). Sin 
embargo, la fórmula (2') es válida también cuando la curva se repre- 
senta mediante ecuaciones paramétricas. 

Si laS ecuaciones paramétricas de la curva son: 

x = «p <0, y = $ M, 

entonces: 

dx = q>' (0 dt, dy = t|>' (<) dt, 

y la expresión (2') toma la forma ds = V I<J>' (01* + l't' (Ol’ dt. 
$ 2. CURVATLRA 

Uno de loa elementos que caracterisan la forma de una curva 
es el grado de su curvatura. Supongamos que existe una curva que 
no se corta y tiene una tangente bien determinada en cada uno de 
sus puntos. Tracemos las tangentes a la curva en dos puntos arbitra- 
rios A y B, y designemos por a el ángulo formado por estas tangentes 

•) Razoaando eatrictament o, la fórmu la (2') es válida sólo cuando dx > 0. 
S¡ á* <t), entonces dx = — 1/dj^-f-dy*. Por eso, en general, ee rá más iusio 
aacriblr eata iórmula del modo aiguiente: |di | = Vdi» + iy*. 
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o (con mayor exactitud), el ángulo giro de la tangente cuando 
éata pasa del punto A al punto B (fig. 139). Este ángulo se llama 
ángulo de contingeneia -del arco AB. De los dos arcos de una misma 
longitud, será el más encorvado el que tiene mayor áneulo de 
contingencia (fig. 139, 140). 

Por otra parte, es evidente que no se puede determinar el grado 
de curvatura de los arcos de diferente longitud considerando sólo 



Ftg. IS9 Ftg. 140 Ftg. 1*1 


sus ángulos de contingencia. Por consiguiente, la característica 
completa de la curvatura de una curva será la razón del ángulo de 
contingencia a la longitud del arco correspondiente. 

Deiiniclón 1, La razón del ángulo de contingencia correspon- 
diente a respecto a la longitud del arco se llama curvatura niedia 

K ma dcl arco ÁB: K m<¡i = — . 

AB 

La curvatura media de diferentes arcos (partes) de una curva 
puede ser diferente. Así, por ejemplo, la curvatura media de los 

arcos AB y A,B, de la curva expuesta en la figura 141 es diferonlo, 
aiinque las longitudes de estos arcos son iguales. 'Mas aún su grado 
de curvatura varía de un puntoalotro. Paracaracterizarel gradode 
curvatura de la curva dada en la proximidad inmediata del punto A, 
introduzcamos la noción de curvatura de la curva en el pnnto dado. 

Definición 2. E1 limite de la curvatura media del arco AB, 
cuando la longitud del mjsmo tiende a cero (es decir, cuando el 
punto B se aproxima* al punto A) se llama curvatura K A de la curva 
en el punto dado A: 

K a ~ lím K mei = Hm ~. 
a-A ab~* ab 


•J Se supone que el valor del limitfi no dopcnde de la dirección on que 
se toma en la curva el punto desplaroble B respecto al punto A. 
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Ejemplo. Para una circunferoncia do radio r: 1) determlnar lk curvatura 

inedia dol arco AB , correapondiento al óngulo central a (fig. 142); 2) deter- 
miüar la curvaturu cn ol punto A. 



Ptg. 142 


Solución: 1) Es evidente que el ángulo de coutingencia del arco AB os igual 
a a y lo longilud dei arco ea igual a ar. Por tanto: 


o sea 


^ined 6 ^”* 


2) La curvatura on ol punto A es igual a 


K=\ím 

u~*Q 


a. __ 1 
ar r * 


Así puos, la curvatura media del arco do una circunferoncia de radio r 
no dopende do lu longitud y posición del arco; para todoa loa arcos es 

igual a Lu curvatura do la circunferencia en un punto cuolquiera tam- 

poco depende de la posición del punto y os igual a . 

Ohservación. Notetnos que la curvatura de una curva arbitraria 
puede, generalmente, varlar de un punto al otró, como lo veremoa 
máa abajo. 

§ 3. CALCLLO DE LA CURVATURA 

Deduzcamos la fórmula para calcular la curvatura de una cnrva 
en cada uno de sua puntos Af (ar, y). Supongamos que la curva está 
dada en el sistema de coordenadas rectangulares por la ecuación: 

y - / (*). <*) 

y quo la función / (z) tiene la segunda derivada continua. 

Tracemos las tangentes a la curva en los puntos M y cuyas 
abscisas son x y x 4- Ax, respectivamente, y designemos con «p 
y qp 4- Aq> los ángulos formados por estas tangentes y el eje Ox 
(fig. U3). 
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Designemos por s la longitud del arco M¡,M, calculado a partir 
do un punto dado M 0 . Entonces As = M¿M t — M¡M y¡As| = MM,. 

Como se ve en la figura 143, el ángulo de contingencia que co- 
rresponde al arco MM, es igual al valor absoluto* do la diferencia 
entre los ángulos <p y + Ag>, es decir, cs igual a | Acp |. 



Conforme a la definición de la curvatura media de una curva en 
el segmento MM t , tenemos: 


Amed — 


I A<p¡ 
I As| 


Arp 

As 


Para determinar la curvatura en el punto M es preciso hallar el 

límite de esta expresión cuando la longitud del arco MM¡ tiende 
q cero: 

K= lím I —I . 

&• o | As I 


Puesto que <p y s dopenden de x (son funciones de x), entonces, 
<P so puede considerar como una fnnción de s y suponer que e9ta 
función se ha dado por las ecuaciones paramétricas mcdianto ol 
parámetro x. En este caso: 

., Aq> d<p 
lim —~ = —— 
ai-o As ds 


y, por tanto, 

I ds I 


") Cs evideate que para la curva dada en la figura 143 | Atp | = A<j>. 
puesto que A<p > 0. 
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(Jm 

Para calcular -y- 
ds 


utilicemos la fórmulo de derivacióo de funciones 


paramétricas: 


d(f 

dq> dx 

ds ds 

dx 


Para expresar la derivada a través de la función y ■ 
dy 

obaervemos que tg <p = ^ y, por tanto, 


<p =arctg¿Z. 

Derivando la última igualdad con respecto a x tenemos: 

<?V 

<¡f_ dx z 

Para la dorivada hemos encontrado on el § 1, cap. VI, 

Í-v^W- 

De donde 



<fy 



d^ 


d(f 

( dy V 

A 

dx 

1+ U) 

d** 

ds 

dx 

i/> + (ty 

'[•+(i)T 


y, dado K = , obtenemos en definitiva: 

ds 
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Por consigui©nte r en cualquier punto de la curva, dozide existe 
d*u 

y ea continua la segunda derivada ^ se puede calcular la curvatura, 

utilizando la fórmula (3). Observeraos que calculando la curvatura 
de una curva, conviene tomar sólo el valor aritmótico (positivo) de 
la raíz en el denominador puesto que, según la definición, la curva- 
tura de una curva no pucde ser negativa. 

Ejemplo 1. Determinac la curvatura de la parábola j/*— 2 px: 

a) on un punto arbitrario M (*, y), 

b) en el punto M x ( 0 , 0 ); 

c) en ol punto M 2 , p^ . 

Soloclón. Hallar laa dorivadas primera y segunda de la función 
y-1/2 px: 

dy p * <f*y p* 

" V2pí ’ — (2 px)‘i' ' 

Poniendo las exprosiones obtenidas en la fórmula (3), obtenernos: 

a) /C =- 

(2p* + p*)»/* 

b) ^= 0 =“ ; 

C) K p «C - - .!=_! • 

**2' v * ap 21/2p 

Ejemplo 2. Doterminar la curvatura de la rocta y = ax -f- b en un punto 
arbitrario (*, y). 

SolncMo. 

y' = o, y* =0. 

En virtud de la fórmula (3), obtenemos; 

í:=o. 

Así la recta es una curva de «curvatura cero*. EI mismo rosultado se puede 
sacar inmodiatamcnto de la definición de curvatura. 

§ 4. CALCULO DE LA CÜRVATURA DE UNA CURVA DADA 
EN FORMA PARAMETRICA 

Sea una curva dada en forma paramétrica: 

* = v (0. v = $ C*)• 

Éntonces (§ 24, eap. III): 

dy (t) d'y 
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Introduciendo las expresiones obtfinidas en la íórmula (3) del 
párrafo antecedente, tenemos: 

^ l't>V—'t'V'l 

V++ 2 f* ■ () . 

Ejcmplo: Detcnninar la curvatura de )a cicloide 
xs=a (í — scii <), y —a (t —cos t) 
on un punto arbitrario (x, y). 

Solución 

Í=a(t — coS(>, ^=«s«n I, ^jí-=a3cnl, í^=»acos<. 

Introdueiendo las expresionea obtonidas en la íórmula (3), obtenemos: 

|g (1—cos Q Qcosf—asenf-asent { )co3< — l| 

“ |a*(l—cosl)*+a a 3en*íl ,/ * 2 v *a (1 —cos 1) ,/ * “ 

1 _ 1 

“ (1-co! I) 1 '*” 1 ‘ 


§ 5. CALCUIO DE LA CUHVATIJRA DE UN CURVA DADA 
EN COORDENADAS POI.ARES 
Sea la curva dada por la ecuación del tipo 

p = /{0). (1) 

Escribamos las fórmulas de paso de las coordenadas polares 
a las de Descartcs: 


r = pcos 0, 1 
/ = p scn 0. J 


Si cn cstas fórmulas sustituimos p por su expresión cn funciÓD 
de 0, es dccir, por / (0), obtenemos: 

x = /(O)cos 0, 1 ,g. 

p = /(0) sen 9. / 

Estas ecuaciones se pueden considerar como ecuaciones para- 
métricas de la curva (1), en las cuales 0 sirve de parámetro. 
Entonces: 


dx dp „ 
d0 == do cos8_psen 9l 


~ = sen 0 + p cos l 
de dB F 


í^ = ^2cos 0 — 2^sen 0 — pcos 0, 
dO 2 d9 2 dO 

sen 8 + 2 ^ cos 0 — p sen 0. 
d0 2 d0 2 dti 
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Introduciendo las últimas expresiones en la fórmula (1) dcl párra- 
fo anterior, obtenemos la fórmula para calcular la curvatura de 
una curva on coordenndas polares: 


ir _ lp a + 2p'* — pp"| 

(p' + pT 1 ' 

Cjemplo. Doterminar la curvatura de la espiral de Arquímodes 
p = a0(o >0) 


(4) 


en un punto arbitrario (fig. (44). 
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Solución. 


For tanto, 


« ’ 5P~ 0 ' 

|q«e»+2a«| 1 0»-l-2 

= (a«0* + a*) s '>” á (02+ !)*/■ ’ 

Observemos que para valores grandes de 0 so cumplen las ecuaciones anro- 
xlmadas: * 


0* -í—2 

0* 


«s 1, 


0 a -f f 


^ 1. 


Por 030, Bustituyondo en la fónnula antecedente, 0* + 2 por 0*, y 0* 
0 a , obtenemos la fórmula aproximada (para valorea granaes de 0): 


+ 1 por 




0* 

a je¡p7 


1 

%0 * 


Do este modo. la espiral de Arquímedcs pora valores grandes de 0, tieno apro- 
ximadamento la misma curvatura que una circunferencia de radio «0. 
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9 C. RADIO Y CIRCULO DE CURVATURA. 

CENTRO DE CURVATURA. EVOLUTA Y EVOLVENTE 

DcIIuición. La magnitud R , recíproca a lft curvatura K de una 
curva en un punto dado M, se denomina radio de curvatura de la 
curva en este punto de que se trata: 

(1) 

o sea. 



Tracemos por el ponto M de la curva (fig. 145) la normal di- 
rigida hacia la concavidad de aquella y marquemos en esta normal 
un segmento MC igual al radio R de curvatura de la curva en el 
punto M. 



Ftg. 145 Fig. 146 


E1 punto C sa Uama centro de curuatura de esta curva en el punto 
M\ el círculo de radio R y centro en el punto C (que pasa por el 
punto M), se denomina ctrculo de curvatura de la curva dada en el 
punto M. 

De la definición de círculo de curvatura se deduce que en el pun- 
to dado la curvatura de la curva es igual ala del circulo decurvatura. 

Obtengamos las fórmulas que determinan las coordenadas del 
centro de curvatura. 

Sea una curva dada por la ecuación 

W = / (*). (3) 

fijemos en la curva un punto M (z, y) y determinemos las coordena- 
das o y P del centro de curvatura correspondiente ai punto elegido 
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(fig. 146). Escribamos la ecuación de la normal a la curva en el 
punto M: 

Y-y=*~±.(X-x). (4) 

y 

(Aquí, X e Y son coordenadas corrientes de un punto de la normal). 

Puesto que el punto C (o, 0) está situado en la norrnal, sus coor- 
denadas deben satisfacer la ecuación (4): 

P — — -y(a — x). (5) 

Lucgo, la distancia entre el punto C (a, p) y ol M (x, y) es igual 
al radio R de curvatura: 

(n - x)' + (P - V )* "= R'. (6) 

Besolviendo juntamente las ecuaciones (5) y (6), hallamos a y p: 

(a — *)* + ± (a — x? = fí 2 , 

v 


<a 

l + y 


de donde: a =a» 
(! + /«)»/■ 


x ± 


V\ +y ' 1 


fí. P=y + 


tenemos: a = x ± 


Vi+y ' 1 
y'(+v' t ) 


R, y, dado que: 
. 1 + »'* 


„1*1 jy i |g* | ’ 

Para decidir qué signos (superiores o inferiores) debemos tomar 
en las últimas fórmulas, conviene examinar el caso: y" > 0 y y' < 0. 
Si y’ > 0, la curva es cóncava en este punto y, por tanto, p >• y 
(fig. 146), por conaiguiente, dobemos tomar los signos inferiores. 
Tomando en cuenta que en este caso | y" | *= y", las fórmulas de laa 
Coordenadas del centro de curvatura serán: 


_ y(\ + y' 1 ) 

OL = X — , 


(7) 


De modo análogo se puede demostrar que las fórmulas (7) se 
verifican tambión en el caso de $/*' < 0. 


J5—534 



226 


Curvatura de una curva 


Si la curva está dada por ecuaciones paramétrlcas 

x = <I> (0. » =”l» (*)• 

lag coordenadas del centro de cnrvatura se obtienen con iacilidad 
de las fórmulas (7), austituyendo en éstas y' e y" por sus expresiones 
en función del parámetro: 


Entonces, 



a = x — 


P =» + 


y (x - + y ) 
xy" — x"y 
*(x' í +y'*) 
z'y" — x'y 


(7-) 


Ejcmplo 1. Hallar las coordenadaa del centro de curvatura de la parábola 
y !1 = 2px 

a) en un punto arbítrario M (x, y); b) en el puuto M 0 (0, 0); c) en ol 
punto M x (~ , p) . 

Solución. introduciendo I 03 valores de y ^ en las fórmulas (7), 
tenemos (íig. 147): 

a) <x=3*+p, — yP~ ’ 

b) para x =*0 encontramos: a=p, p — 0 ; 

p 5 p _ 

c) para r toncmos: a = , p=*—p. 

Si la curvatura en el punto M, (x, y) u<> es igual a cero, ai punto 
mencionado le corresponde un centro de mrvstura bien determinado: 
C , (a, f)). Ei conjunto de todos los ceniios de curvatura de la curva 
dada forma una curva nueva, llamada et-olula de la curva estudiada. 

De este modo, el lugar geométrico de los centros de curvatura se 
llama evoluta de la curva. La curva estudiada, con relación a su evolu- 
ta, se llama evolvente o involuta (o desarrollo). 

Si la curva dada está representada por la ecuación y ~ f (x), 
entonces las ecuaciones (7) se pueden considerar como ecuaciones 
paramétricas de la evoluta con el parámetro x. Eliminando en las 
ecuaciones dadas el parámelro x (sijes posible), obtenemos la expre- 
sión de la dependencia directa entre las coordenadas corrientes 
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a y P de la evoluta. Si la curva está representada por las ecuacionee 
paramétricas x — <p (t), V 4=2 ^ (<)» ^ ñs ecuaciones (7') során ccuaciones 




paramétricas de la evoluta (puesto que los valores x, y, x', y ', z “, y* 
son funciones de t). 

Ejemplo 2. Hallar la ecuacién de la ovoluta de la paróbola 

V* - 2pz. 

Solucíón. Utilizando los reaultadosdel ojemplo 1, tenemos para cada punto 
(z, y) do la parábola: 

a=3*-i-p, 

ü_12ífí. 

P Vp 

Eiiminando en cstas ecuaciones el parámotro x, obtencmos: 

K P = 4¡ í l—&- 

Esta cs la ecuación do la parábola semicúbica (íig. 148). 

Ejemplo 3. Hallar la ecuación de la evoluta do una elipso dada por las 
ecuaciones paramétricas 

z = a cos f, y=6senf. 

Soluclón. Calculamos las derivadas de z e y con respecto a t: 
x' — — aaeut, y’ = bcaat; 
i'w-acosí, y*—— bsent. 

Poniendo las expresionos de las derivadas en las fórmulas (7') tBnomoa*. 
b cos t (a> sen* t + fc* cos* t) _ 
ab sen a /-f-abcos a f — 


=o coa t - 


b * 


= a cos í — a cos t sen* t —— ccs 3 t 


■(-t) 


cos* t. 


15 * 
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Asi, puos, 

a= cos*«. 

De modo auálogo: 

P= ( í_ T) sen3 ‘- 

Eliminando el parámetro t, obteuomos la ecuación de la evoluta de U 
elipse: v 

/ a \*/i , / p \*/# /*i-H\*/« 

It) +U) "(“a-J • 

Aquí, a y b son coordenadas corrientes de la evoluta (fig. 149). 



Ejemplo 4. Hallar las ecuaciones par&métricus de la ovoluta de una ci- 

clolde: 

x = a(t — sen t), 
y=a (1—cos í). 

Solución. 

z' —fl(l—cost); p'»aaenr; 
x' = «sen t; —o cos t. 

Iutroduciendo las expresiones obtenidas en la fórmula (7') tenemos 
a=so (r-fsen t). 
p— —a(l— cos «), 

Transfonnemos las variables, haciendo: 

a*=>5— na, 

2 a t 
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Las ecuacionea do la evoluta tomnrón la fopma: 

g = a (x —sen t), 

Tl«= 0(1-COST). 

Estas últimas deterxninan en las coordenadas n una cicloide geuerada 
por ol mismo cSrculo de radio a. De estemodo, la evoluta ae una cicloide cs la mis- 
ma cicloide, pero desplazada en -~na por el eje Ox y cn —2a, porelejeOy 
(fig. 150). 



ft 7. PROPIEDADES DE LA EVOLUTA 

Teorema 1. La normai a la eurva dada es tangente a su evoluta. 
Dcmostración. E1 coeficiente angular dc ia tangente a la evoluta, 
determinada por las ecuaciones paramétricas (7') del párrafo ante> 
cedente, es igual a: 

d l 

dx 

da da 
dx 


Notemos que [en virtud de las mismas ccuaciones (7 # )J 

da _ 3¡/'V - ¡/'y'" - y’V" ,..3tf'!/"_¡/'"-j/V' 

dx tf" 1 ~~ y -¡fi - 1 (1) 

d ft _ 3tf"tf' — tf~' — »V" 

dx p > (2) 


de dondo obtenemos la correlación: 

d$ __ 

da y ‘ 

Pero y es el coeficiente angular de la tangente a la curva en el 
punto correspondiente; por tanto, de la correlación oktenida se 
deduce que lu tangente a la curva es perpendicular a Ja tangente 
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a la evoluta do esta curva en el punto correspondiente, ea decir, la 
normal a la curva es tangente a la evoluta de esta curva. 

Teorema 2. Si el radio de curvatura varla uniformemcnte sobre 
cierto segmento M X M Z de la curva {es decir , sólo crece o sólo decrece), 
el incremento de la longitud del arco de la evoluta en este segmento 
de la curva es igual (en valor absoluto) al incremento correspondiente 
del radio de carvatura de esta curva. 

Demostración. Envirtud de la fórmula (2 7 ) § 1 cap. VI, tenemos: 

ds* = da 3 + d$\ 


donde, ds cs la diforencial de la longitud dei arco de la evoluta; de 
aquí se tiene: (-£-)’■= (-^) +(J) . 

Introduciendo en esta ecuación las expresiones (1) y (2), tenemos: 


Hallemos ahora (-^¡r) • Puosto que 

3e tiene Jft. «±»1’. 


(3) 


R = '- 


Derivando ambos miembros de esta igualdad con respecto 
» x y realizando la9 transformaciones correspondientes, obtenemos: 

, Dividiend0 amb08 

dx (/)* 

miombros de Ia igualdad por 21? = ^ ^ +J¡ ) / ' , obtenemos: = 

(1 +y' a ) 1/ »(3p'p“ , -y*-i<'V) 

/* 

Elevando al cuadrado: 




< 4 ) 


Comparando las ecuaciones (3) y (4); 



(_* Y 

l 

fí 

l dx ) 
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de donde 

dR ds 
dx ^ dx 
dR 

Según lahipótesis, no cambia de signo (H sólo crece, o decre- 

ce), por consiguiente, ^ consorva su signo. Tomemos (para mayor 

precisión dol razonamiento): ^ 0, ^ > 0 (lo que corresponde 

dR ds 

a la fig. 151). Por consiguiente, . Sean x t y z 2 las abscisas 

de los puntos y M t . Apliquemos el teoroma de Cauchy para las 
funciones a (x) y Ji (x) en el segmonto Izi, *jl: 


a(x j) — s(x,) 

(S„, 

R (zj) — R (xj 

ídR\ 


V dx /x-t 


donde, | es un número comprendido entre x ( y x 2 (*i < 5 < x ú- 
Introduzcamos las siguientes designaciones (fig. 151): 

*(* 2 ) = Sj. *(*l) = Sl, R(x¿ = fí 2 , Jt(xJ = fi,. 

Entonces, ~ —=»—1, ós* — Si = — (fla — fíi)• Esto signi- 

"1-«i 

fica que 

| s a — 1 = I fít — fíi I* 

De la misma manera se demuestra esta ecuación cuando el radio 
de curvatura crece. 

Hemos demostrado los teoremas 1 y 2 para el caso de la curva 
dada por una ecuación explícita y — f (x). Estos teoremas son válidos 
también cuando la curva está dada por ecuaciones paramótricas. 
Su demostración es absoiutamonte análoga. 

Observación. Mostremos un proccdimiento mecánico elemental 
para construir la curva (evolvente) siguiendo su evoluta. 

Sea una regla flexible encorvada en forma de la evoluta 6' 0 C 3 
(fig. 152). Imaginemos un bilo inextonsible que contornea esta regla 
y uno de los extremos del hilo está fijado en el punto C¡¡. Si desen- 
rollamos este hilo, mantenióndolo siempre bien tenso, su otro 
extremo describirá una curva M s M a . que será ia evolvente. 
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La comproliación deque la curva obtenida es realmente una evolvente 
puede ser realizada con ayuda de las propiedades de la evoluta, 
arrlba establecidas. 



Fig 1S1 F Ig. 1S2 

Observemos que a una evoluta )e corresponde una multitud 
infinita de diferentes evolventes (fig. 152). 

Ejcmplo. So da uno circunforoncia do radío n (fig. 153), elíjamos entre 
las evolvftntcs dc csln circuaícrcncia la que pasa por ol punlo M c (a, 0). Tomando 
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en cuenta quo CM =, C,tf 0 “ «t, será fácil obtener laa ecuaoioncs de la evol- 
veuto do la circunferencia: 

0 i>=x=a(eost + tsen t), 

PM = y = a (sen I—t Cos t). 

Señalemos que ef perfil del diente de un pixión tiene, en la mayoría de ios 
casos, la forma de evolvonte de un circulo. 
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9 8. CALCULO APROXIMADO DE LAS RAICES REALES 
DE UNA ECUACION 

Los mótodos del análisis de la variación de funciones permiten 
calcular los valores aproximados de las raíces de la ecuación 

/ (*) » 0 , 

Si ésta es una ecuación algebraica*) de primero, segundo, tercero 
o cuarto grado, existen también las fórmulas que perrniten expresar 
las raices de la ecuación en funcióo de sus c-oeficientes, mediante 
un númcro finito do operaciones de adición, sustracción, multi- 
plicación, división y extracción de raíces. Para las ecuaciones de 
grado superior al cuarto las fórmulas de tal índole, en caso general, 
no existen. S1 los coeficieutes de cualquier ecuación, algebraica 
o no, (trascendonte)., son numéricos, sus raices pueden scr aproxi- 
madamente calculadas con cualquier grado de precisión. Observemos 
que, incluso cuando las raices de la ecuación algebraica se expresan 
mediante radicales, en la práctica, es a veces más conveniente aplicar 
métodos aproximados para resolver las ecuaciones. He aquí algunos 
métodos del cálculo aproximado de las raices do una ecuación. 

1. Método de las cuerdas. Sea dada la ecuación 

/ (*) - 0 , ( 1 ) 
donde/ (x) es una función continua, derivada dos veces en el segmen- 
to [a, b\. Supongamos quo analizando la íunción y = f (x) dentro 
del segmento [a, 6) definimos otro segmento [x,, x 2 ) dentro del 
cual la función es monótona (creciente o decreciente) y en los extre- 
mos los valores / (x t ) y / (x^) tienen signos contrarios. Para expresarso 
con inás preciaión supongamos que / (x t ) < 0, / (xj > 0 (fíg. 154). 
Puesto que la íimción y = / (x) es continua en el segrnonto [x,, x 2 ] t 
flu gráfica cortará el eje Ox en un punto, situado entre x, y x 2 . 

Tracemos la cuerda AB que une los extremos do la curva y = / (x), 
correspondientes a las abscisas x, y Xj. Entonces, ia obscisa o, de¡ 
punto de intersección de Ia cuerda con el eje Ox será el valor aproxi- 
mado de la raíz (fig. 155). 

Para obtener este valor apruximado, escribamos la ecuación 
de la recta AB y que pasa por los puntos dados A [x,, / (x,)J 

y B |x 2 , /(xjJJ: Y (x l j~P(x¡) ~ • Puesto que y = 0 para x = a lt 

por tanto: 

—f(* i) ^ Q| — Xj s 

• fM— f(x%) *a — *t' 

*) La ecuación / (z) = 0 se Uama aigebraica, si / (x) es un polinomio 
(véaso 5 6, cap. VII). 
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de donde 


o, = x, — 


(x,— X\)tM 


( 2 ) 


Para determinar el valor más exacto de la raíz hallamos / (a,). 
Si / (ai) < 0, repitimos' el mismo procedimiento, aplicando la 
íórmula (2) al segmento [oj, Xal- Si / (o,) > 0, aplicamos la fórmula 
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mencionada para el segmento íx,, a,l. Utilizando este procedimieuto 
unas cuantas veces, obtenemos, evidentemente- los valores cada vez 
más precisos do la raíz a 2 , « 3 , etc. 

Ejemplo 1. Hallar los valores aproximados do las raíces de la ecuociún 
/(*)«*»—6*-f-2=0. 

Soluclón. Haliemos anto todo los sogmontos en que !a función / (x) es monó* 
tona. E1 resultado del cálculo de la derivada 

/'(*) = 3**—6. 

inucstra j¡ue ósta es positiva para x < — ~\Í2, negativa para _ T/2 < x < 
< ")/2 t y de nuevo positiva para * >• (íi** 156). Así, la función tlene 

tree segmeatos de monotonía dentro do cada uno ae los cuales so halla una raír. 
Para slmplificar los cálculos ulteriores. haremos más estrechos estos segmentos 
do monotonía. pero de modo que en cada segmento siga porraaneciondo la rajz 
correspondiente. Para esto, variando al azar los valoras de * en la expresion 
de / (*), encontremos dentro de cada segmento de monotonía otros más peque- 
ños, on cuyos extremos la función tonga signos contraríos: 

»i = 0, / (0)=2, ^ 

»2-1, /(«)*= -3,/ 
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= —3, 

*i=2. 

x. = 3, 


/(— 3 > = 


-7, 


/(- 2 )^ 6 . } 
/< 2 ) = - 2 , , 
/(3) -11. / 


De este modo, las rafces se oncuontran en loS intervalos: 

(0; 1). (-3; -2), (2; 3). 

Doterminemos el valor aproximado de la raíz en el iotervalo (0; 1); 
scgún la fórmula (2) tenemos: 

Pucsto que /(0,4)-0,4* — 6-0,4 + 2= —0,336. 

/<0) — 2, lo raíz so oncuentra comprcndida ontre 0 
y 0,4. Aplicando de nuevo la fórmula (2) para el 
int * *■* • • • - * ' 


intervalo, obtenemos el siguiente valor aproximado: 

= 0,342, etc. 


n (0.4—0)-2 0,8 

= ° —0,336 — 2 ™ 2^33 a 


De modo análogo ao hallan los valores aproxlma- 
dos da las raícos en otros intervalos. 

2. Mctodo de tangentes (Método de New- 
ton). Supongamos de nuovo que / (x,) < 0, 

/ (*í) >0 , y que en el segmento [i,. i 2 i 1® 
primera derivada no cambia do signo. En este 
caso, en el intervalo (*,, i 3 ) se halla una 
raíz de la ecuación f (i) = 0. Supongamos, 
odemás, que la segunda derivada tampoco 
cambia de signo en el segmsnto [z,, i 2 ). lo 
que puede lograrse, reduciendo el intervalo que 
contiene la raiz. El hecbo de que la segunda 
derivada no cambia el signo en el segmento 
[i,, i 2 1 significa que ia curva es sólo convexa 
o cóncava en este segmento. 

Tracemoa una tangonte a la curva en el punto B (íig. 157). 
La abscisa o, del punto de intersección de la tangente con el eje Ox 
será el valor aproximado de la raíz buscada. Para encontrar esta 
abscisa, escribamos la ecuación de la tangente en el punto B: 

V — i (* 2 ) = 1' (xí) (i — ij). 

Notamos que, si y «= 0, x = a t , obtenemos: 



a t = z 2 — 


/(*2) 

f(* a) 


(3) 


Tracemos luego una tangente en el punto B t y de modo análogo 
obtengamos un valor más preciso de )a raiz a 2 . Ropitiendo cste pro- 
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cedimiento unas cuantas veces, podemos calcular el valor aproximado 
de la raiz con cualquier grado de precisión que se desee. 

Observemos la circunstancia siguiente. Si trazáramos Ja tangénte 
a la curva no en el punto B, sino en el A, podría resultar que el 
punto de intersección de la tangente con el eje Ox se encontrara 



fuera del intervalo (* f , x 2 ). Se ve claramcnte en Ias figuras 157 
y 158 que la tangente debe trazarse en aquel extremo del arco donde 
coínciden los signos de la función y de su segunda derívada. Según 
la hipótesis, la segunda derivada conserva su signo en el segmento 




Ixí, x^l Por consiguiente los signos de la función y de la segunda 
derivada coincidcn obligatoriamente en uno de los extremos. Esta 
rcgla es también válida pára el caso on que /' (x) < 0. Si la tangento 
se traza por el extremo izquierdo del intervalo, es preciso sustituir 
x 2 por x t en Ja fórmula (3): 


a i «=* x i 


n* i) 

rw * 


(3") 


Si en el interior del intervalo (x lt x 2 ) se encuentra un punto de 
inflexión C, el método de tangentes puede dar un valor aproximado 
de la raíz, situado fuera del intervalo (ar t1 x 2 ) (fig. 159). 
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Ejemplo 2. Apliquemos la íórmula (3) para calcular ia raíz do la ccuación 
/ (x) = x* — 6x-H 2 = 0, comprendida en el intervalo (0; 1). Tenemoa: 

Por eso, según la fórmula (3) obtenemos: 

„,„0 -^ g - = y - 0 , 333 . 

3. Método combinado (fig. 160). Si en ei segmento [xi, x 2 ) 
aplicamos simnitáneamente los métodos do las cucrdas y de iss 
tangentes, obtenemos dos puntos a, y c¿,, situados a ambos lados de la 
raiz buscada a (puesto que / (a¡) y / (á¡) tienen signos contrarios). 



Luego aplicamos los métodos de cuerdas y de tangentes en el seg- 
mento [u,, a,[. Como resultado obtenemos dos números, u 2 y á 2 , 
aún más próximos al vaior de )a raíz. Procedemos de esta manera 
hasta que la diferencia entre ios valores aproximados ballados sea 
menor que el grado necesario de precisión. 

Notemos que apiicando el método combinado, nos aproximamos 
a ia raíz buscada por los dos lados a la vez (es decir, encontramos 
simuitáneamente tanto el valor aproximado por exceso, como por 
defecto). 

Para ilustrar esta delucción en ol eiemplo 2 podemos convencemos, modian- 
te la sustitución, Cuo / (0,333) > 0, / (0,342) < 0. Por consiguiente, ei valor 
de la rait está comprendido entro los valores aproximados: 

0,333 <i <0,342. 
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Ejerclclos para et capftulo VI 

Hallar la curvatura de las curvas en los puntos indicados: 1. 

= en los puntos (0, b) y (o, 0). Respuesta : -^¡- enel punto (0, b)\ 

en el punto (o, 0). 2. xy = \2 en el punto (3, 4). Bespuesla: 24/125 


3, en el punto (z i( y¡). Respuesta: 


<‘+^) 3/2 


» 4. 16j/*—4Z 4 —x B en 


el punto (2,0). Respuesta: . 5. z* +y 3 *=o 3 en el punto arbitrario. 

J_ 

fíespuesta: 1/3 (ozp) *. 

Hallar el radio de curvatura de las curvas on los puntoa indicados; 
trazar cada curva y construir el círculo de curv atura correspondiente. 
6. p* = z* en el punto (4, 8). fíespuesta: /? = 80 ”V/ 10/S. 7. z*—4 ay en el punto 
(0, 0). fíespuesia: fíz=2a. é. a*y* = a 9 6* en el punto (xj, ft). ÁMpueala; 

R ■=* -. 9. p=lnz en el punto (1, 0). Respuesta : fí = 2~/T. 

z = a cos* t) para 


10. p=senz en cl punto (n/2, 1). fíespuesio: fí = i. 11. 
fíespuesta: fí = 3a sen íj cos f|. 


Hallar ol radio de curvatura de las curvas: 12, 


y=a sen* 
z-3f* 


M P* 
tí <- 


‘*i- 


z-3<* *\ 

u*=3f—f* J 


para t = 1. 

fíespuesta: R = 6. 13. La circunferencia p = asenO. fíespuesta: i? —a/2. 

< 0 * 4 - o *) 3 ' 2 

14. La espiral de Arquímedes p = a0. fíespuesta: I?= ^ — 2 a ~ a — • 15, La car ‘ 

dioidep = a(l—cos0). fíespuesta: ~\/2ap. 16. La lemniscata p* ™ 

a* 0 

■k« s cos26. Retpuetta: ü = . 17. l.a parábola p — osc 2 . Bespuesta: R--. 

■=2«sc* y. 18. p=osen*-|-. Reepueeta: R =-+oseri 2 ~. 

Hallar los puntos do las curvas en los que_ol radio do curvatura tonga 
un valor mínimo: 19. p = lni. Beipueeta: |• — y ‘ n2 ) ' *)•*“**• 

Respuetta: (—jln2, ~^Y~) ■ 21. l/r + V7“ 1/ü. Beipu.na: (-j-, j) . 

22. p = o In (l—-g-) . fíeipuesta: En ol punto (0, 0) J?=o/2. 

Hallar las coordonadas del contro do curvatura (o, 0) y las ecuaciones 
de la evoluta para cada una do las curvaa siguientes: 

.. x! <fl . „ ... .. (oS + 6*)i» . „ (0» + 6*)y9 „. T . 

23. -J|— |j- = l. Respuesla: a= 3 - - — , -j| . 2Í. x + 

2- L — — — -i- 

+ o 3 =o 3 . fíespuesta: o=i+3i 3 y 3 ; P = y+ar s p 3 . 25. pSoo>j. Hes- 
puesta: 0 = 2^: P = 
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P-=3t»—27. | 

(tractriz). 

' x~a (cos t -f -1 son t ) 


y—k sen /. 


fc f — 

fícspuctta : y —y (* +• 




, \ x 


. . ^(»»1-1« () .7í«pu«< a ; a=ocost; p = ,tent.29. (' ° ‘¿ 

fíetpuesia : a = a cos 3 í 4*3a cos £ sen 2 /; sen 3 f+3o cos a t sen/. 30. C&lcular 
las raícos de la ecuación x»—4*-r2=i0 con )a precisión de haata 0,001. 
fíctpuesta : xj = 1,675, x 2 = 0,539, x 3 =—-2,214. 31. Calcular el valor aproxi- 
mado de la raíz de la ecuación /(*)=**—x—0,2=0 comprendida enel inter- 
valo (1; 1.1). fíetpuesia : 1,045. 32. Calculor ias raícesde la ecuaciónx*-j-2x>— 
— 6x + 2 = 0, con precisión de hasta 0,01. fíetpuesta : 0,38 < x, < 0,39; 
1,24< xj< 1,25. 33. Calcular el valor aproximado de la ecuación x*—5 = 0. 


fíespuesta: Xi#%»l,71, x^^ljl— 


34. Hallar el valor aproximado 


de la raíz do la ecuación x — tgx = 0 comprendida entre 0 y Retpuesta: 

4,4935. 35. Hallar la raíz aproximada do la ecuación senx=»l —x con pre- 
cisión de 0,001. 

Indicación: Redúzcase la ecuación a la forma /(x) = 0. Retpuetta : 0,5110 < 
<x< 0,5111. ^ 


Prublemaa 


36. Demostrar que la curvatura en cada punto de la lemniscata p2 - 
~u 2 cos 2q> es proporcional al radio vector de este punto. 

37. Hallar el valor máximo del radio de curvatura de la curva p 

“flsen 3 -^-. fteipucsta; R — • 

38. Hallar las coordenadas del centro de curvatura de la curva yo»xlnx 
en el punto, enque y'=0. Retpuesta: (*-*, 0). 

39. Comprobar que para los puntos de la espiral de Arqufmodes p = 

el valor de la diferencía entre el radlo voctor y el radio de curvatura 
tiende a 0, cuando <p -♦ oo. 

40. Hallar la parábola y--ax*bx \ c que liene en el punto , lj 
una tangente y curvatura comunes con la sinusoido y = senx. Coustruir 
la gráfica. Reipueita: y= — SL —, 

41. La íunción y = /(x) está definida del modo siguiente: 

/(x)=xs on el intervalo —co<x<l 

/(x) = ax>-i-6x-f-c on el intervalo l<x<-foo. 


¿Cudlos doben ser a, 6, c para que la línea y = /(x) tenga la curvatura 
continua en todos los puntos? Construir ]a gráfica. Respuesta: a— 3, 6=—3, 


42. Demostrar que el radio de curvatura de una cicloide en cuales- 
quiera de sus puntos es dos veces mayor que la normal on el mismo punlo. 

43. Escrlbir la ecuación do la circunferencia de curvatura de lo paró- 

bola y = x» en el punto <1, 1). Respuesta: (x + 4)*-f --. 
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44. Escribir )a ecuación de la circunferencia de curvatura de la curva 

p^tg» en el punto 1-^- ; 1 J . Hespuesta: lr--—J —— J =>—. . 

45. Hallar la longitud total de la evoiuta de una eiipse cuyoa scmiejes 
son jffuales a a y b. Hespueeta: 4(fl 3 —6 3 )/a6. 

46. Hallor los valores aproximados de las raíces do ia ecuacidn re* = 2, 
con precisión dc hasta 0,01. ñespuesta : La ecuación tiene la única ralz real: 
®% 0 , 84 . 

47. Hallar los valores aproximados de I 09 raíces de la ecuación xlnz^ 
«=0,8 con precisión de hasta 0,01. Respuesta: La ecuación tiene la única raíz 
real*. x ^1,64. 

48. Hallar los valoros aproximados de las raíces do la ecuación 
x a arctgxol con prccisión de hasta 0,001. Rtspuesta : La ecuación tiene la 
única raíz roal: xs^ 1,096. 




CAPITULO VII 


NUMEROS COMPLEJOS. POLINOMIOS 


§ I. NUMEROS COMPLEJOS. GENERALIDADES 
Se llama número complejo a toda expresíón de la forzna 

« + bl, (t) 

donde, a y b son números reales; l es la unidad llamada imaginaria, 
definida por las ecuaciones: 

l = V^l 6 i*= — 1; (2) 

a es la parte rcal y bi, parte imaginaria del núznero complejo. Dos 
números complejos a + bt y a — bl que se diferencian sólo por el 
signo de su parte imaginaria se Uaman conjugados. 

Si a — 0, el núracro 0 + bi = bi, es un número puramente 
imaginario-, si 6 = 0, se obtieno un número real a + 0-i = a. 
Aceptemos dos concepcioues fundamentales: 

1) dos números complejos, a t + 6ii y a 2 + b,i se consideran 
iguaíes, si: 

a¡ = a 2 , 6| = 6j 

es decir, si son iguaies sus partes reales e imaginarias por scparado; 

2) un número complejo es igual a cero: 

a + 6í = 0, • 

siempre que a — 0, 6 = 0. 

1. Representación geométrica de los números compiejos. Todo 
número complejo a + 6i puede ser representado sobre el plano Oxy 
mediante un punto A (a, 6), do coordcnadas a y 6 (fig. 161). Recí- 
procamente, todo punto M (a, 6) del plano Oxy puede considerarse 
cpmo la imagen geométrica del número complejo a + 6¡. 

Pero, si a todo punto A (a, 6) corresponde algún número 
complejo a + 6í, se puede decir, en particular, que a todo pünto del 
eje Ox le corresponde un número real (6 = 0). Todo punto del eje Oy 


16—534 
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representa un número puramente imaginario, puesto que en este caso 
a = 0. Por eso, represontando los números complejos sobre un plano, 
el eje Oy se llama eje imaginario y el Ox, eje real. 

Unicndo el punto A (a, b) con el origen de coordenadas, obtene- 
mos el vector OA. En algunos casos es muy conveniente considerar 
el vector 7)A como ia representación geométrica del número complejo 
a + bl. 

2. Forma trigonométrica de los números complejos. Designemos 
por <p y r (r > 0) las coordenadas polares del punto A ( a , b ), 



r , 

A(a,b) 


r/ 

b 


sí _ 


0 

a 

V 


Fig t . 161 


tomando por polo el origen de coordenadas y por eje polar, la direc- 
ción positiva del eje Ox. En este caso (fíg. 161), tenemos las expresio- 
nes siguiontes: 

a «=» r cos cp, b r sen <p 

y, por tanto, el número complejo puede ser representado en la forma: 

a -f bi = r (cos <p -j* i sen <p). (3) 

La expresión representada por el segundo míembro se llama 
forma trigonométrica del número complejo a + bi. Las magnitudes 
r y <p se oxpresan en función de a y b mediante )as fórmulas: 

r = Va®+ b’, 9 = Arctg . 

EI núrnero r se Hama módulo y <p, argumento del uúmero complejo 
a •+• bi. 

EI argumento de un número complejo, es decir, el ángulo <p, 
es positivo, cuando se toma a partir de la dirccción positi va del eje Ox 
en sentido contrario ai movimiento de las agujas del reloj, y es nega- 
tivo, cuando se calcula en dirección opuesta. Es evidente que el 
argumento <p no se determina de una manera unívoca, sino con preci- 
sión igual al valor dol sumando 2 nk; donde k es cualquier númoro 
entero. 

E1 módulo r del número complejo a -f* bi se dcsigna a veces por 
el símbolo | a + bi |: 


r «=* | a -f- bi \. 
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Notemos que todo número real A también puede escribitse en la 
forma (3), o bien: 

A esn ] A ] (cos 0 + i sen 0) cuando A > 0 

A = | Á | (cos n + t sen n) cuando A < 0. 

E1 módulo del número complejo 0 C9 igual a cero: | 0 | = 0. 
Como argumento de cero sc puede tomar caulquier ángulo q>. 
En efecto, para todo ángulo <p tiene iugar la igualdad: 

0 = 0-(cos <p + i sen q>). 

i 2. OPERACIONES FUNDAMENTALES CON NUMEROS COMPI.EJOS 

1. Adición. La suma de dos números complejos, a, + b,l 
y a 2 + b t i, es un número complejo definido por la ecuación: 

(a, + b,i) + (a 2 + b 2 t) = ( a , + a 2 ) + (b, + b¡) i. (1) 

De la fórmula (1) se deduce que la adición de los números com- 

plejos, representados en forma do vectores, se efectúa según la regla 
de adición de vectores. 



2. Sustracción. La diferencia de dos númeroa complejos, a 2 .+ 6 2 ( 
y a, + 6,¡, es un núinero complejo que, adicionado a a, + 6,¡, 
da a 2 + 6 2 i. 

Es fácil ver que: 

(oü + 6 2 i) — (a, + 6,0 = (a 2 — a,) + (6 2 — 6,) l. (2) 

Observemos que el módulo de la diferencia de dos números 
complejos V (o, — a 2 ) a + (6, — 6 2 )’ es igual a la distancia entro 
los puntos que representan estos números en el plano de la variable 
compleja (fig. 162). 

3. Multiplicación. E1 producto de los números complejos, 
a, + b,i y jj + 6 2 í, multiplicados estos números como binomios, 
según las regías algebraicas, es un número complejo. Hay que tener 

t«* 
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en cuenta que: 

t* = - i; t» = (- 1) I = - t; f‘ = (- f) (i) = - f* = 1; 
i‘ = 1 .f, etc. 

y, en general, para k entero: 

t“—1; i“ + ' = f; f** + * = — 1; i“ +3 =-i. 

• En virtud de esta regla tenemos: 

(ai 6jí) (a¿ + b 2 i) — Ot flj + 6(flaf ~h 0 , b 2 t r fcjfrzf*, 
ó 

(üi *h ójf) («2 + 6jf) = (oiOj — t,6 2 ) "h (& 1 O 2 ”h ojW f* (3) 

Si los números complejos están expresados en forma trigonomé- 
trica, tenemos: 


r, (cos cp, + f sen <p,) r t (cos <pi + í sen <p 2 ) = 

= r,r¡ |cos <p ( cos <p 2 + f sen 91 cos 92 + 

+ f cos 91 sen 92 + /* sen 9, sen 92I = 

= r,r t (cos 91 cos 92 — sen 9, sen 92) + 

+ i (sen 9, cos 92 + cos 91 een 92)! = 

= r,r 2 |cos (9, + 92) + i sen (91 + 92)]. 

AsS pues: 

r1 (cos 91 + i sen 91) r 2 (cos 92 + i sen 92) = 

= r,r 2 lcos (91 + 9,) + i sen (9, + 92)), ( 3 ') 


es decir, el producto de dos ruímeros complejos es un número complejo 
cuyo módulo es tgual al producto de los módulos de los factores y el 
argumento es igual a la suma de argumentos de los factores. 

Observación t. En virtud de la fórmula ( 3 ), los números complejos 
conjugados, a + 6i y a — 6£, satisiacen a la igualdad: 

(o + i6) (a — ib) = o* + é’, 

es decir, el producto de dos números complejos conjugados es igual 
a la suina de los cuadrados de sus módulos. 

4 . División. La división de dos números complejos es la opera- 
ción inversa a su multiplicación. Si 


0| + ói< 
02 + fcji 


= x + pi 


(donde V <■( + fcj += 0), entonces x e y deben ser tales que se cumpla 
la igualdad: 

a, + 6,¡ = (02 + b 2 i) (x + yi). 
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o sea: 

a, + b,i = (a z x — b z y) + (a 2 y + b z x) i. 

Por consiguiente, 

a, = a 2 x,— b¡y, b, = b¡x + a 2 y, 

de dondo: 

_ + b,bs _ Oj b, — a,b 2 

1 — i ■ " — „2 . ,1 • 

a 2 + Oj oj + b¿ 

y finalmente: 

«< + b,i = a,th+ b,b 2 a¡,b, — g |t» 2 ( 

a 2 + b¡l o| + bl a 2 + bt 

En la práctica, la divisián de los números complojos se efectúa 
de la manera siguiente: para divídir ai + ¡¿>, por o 2 + ib 2 , multipli- 
camos, tanto el dívidcndo como el divisor, por un númcro compiejo 
conjugado de este último (es decir, por a 2 — ib 2 ). Entonces, el 
divisor será un número real; al dívidir por éste la parte real y la 
imaginaria del dividendo, obtenemos: 

«í + fti¡ (P| + b,i) (n 2 — +i) 
o 2 + b 2 i (03 + b 2 ¡) (a, — b 2 ¿) 

(a,<h + ú,fc,) + (a^b, — a<b 2 ) i Qio 2 + b,b 2 . a 2 b, — a,b 2 ^ 

<4 + (4 o| + á| o¡ + fcj 

Si el número complejo está expresado en forma trigonométrica, 
tendremos: 

r, (cos f, + i scn <p.) = r± ^ _ tpj + (sen (<p, - <Ti)]. 

r a (cos -J- ísenqj^) r 2 

Para verificar asta igualdad, basta multipllcar el divisor por el 
cociente: 


r 2 (cos q > 2 4- * sen 92) — [cos (cp á — q?z) -|- ¿ sen (<p, — 9^)] = 
r* 


= r 2 —[cos («p 2 + <f, — <Pa) + ¡sen («Pj + <p, — «tíjc 

r 2 


r, (cos 9, -f- i sen 9,). 
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De tal modo, el módulo del cociente de dos números complejos 
es igual al cociente de los módulos del dividendo y del dioisor; el 
argumenlo del cocienle es igual a la diferencia entre los argumentos 
del dividendo y del dioisor. 

Ohservación 2 . De las reglas de operaciones con números complejos 
se deduce que la adición, sustracción, mnltiplicación y división de 
los números complejos dan de nuevo un número complejo. Si las 
reglas do operaciones con númoros complejos son aplicada 3 a los 
números reales (considerándolos como caso particular de los números 
complejos), entonces estas reglas coinciden con las reglas ordinarias 
de la aritmética. 

Observación 3 . Volviendo a la deficición de suma, diferencia, 
producto y cociente de los números complejos, es fácií comprobar 
que, si en estas expresiones son sustituidos los números complejos 
por sus números conjugados correspondientes, los resnltados de ías 
operaciones indicadas también son sustituidos por los números conju- 
gados. De aquí, en particular, se deduce el teorema siguionte: 

Teorema. Si en un polinomio con coeficientes reales 
-f- A t x n 1 -f* -j- A n 

sustituimos x por el número a + bi, y, despuós, por el número conjugado 
a — bl, los resultados obtenidos serán muluamente conjugados. 

8 3. ELBVACION A POTENCIA Y EXTRACCION DE LA RAIZ 
DEL NUMERO COMPLEJO 

1 . Elevación a potencia. De la íórmula ( 3 ') del párrafo prece- 
dcnte se deduce que si n es un número entero positivo, entonces: 

[r (cos <p + i sen q>)]” = r" (cos n<¡> + i sen nq>). (1) 

Esta expresión es la fórmula de Moivre y muestra que, al elevar 
un número complejo a una potencia entera ij positiva, el módulo de 
este número se eleva a la misma potencia y el argumento se multlplica 
por el exponente de esta potencia. 

Consideremos ahora una aplicación más de la fórmnla de Moivre. 
Haciendo r = 1, obtenemos: 

(cosq> + isen 9)" =cos nq> + isennqi. 

Desarrollando el primer miembro según la fórmula del bino- 
mio de Newton e igualando las partes reales e iinaginarias, podremos 
expresar sen nq> y cos nq> cn función de potencias de senq> y cosq>. 
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Así, por ejempio, si n = 3 , obtenemos: 
coa s <p 4- i 3 cos 2 cp seu <p — 3 cos cp sen 2 <p — i sen* cp=cos 3 <p ■+• i sen 3 <p. 

Usando la igualdad de estos números complejos, lenemos: 
cos 3 <p ~ cos 3 <p — 3 cos <p sen 2 q>, seu 3 <p — — sen 3 <p ■+■ 3 cos 2 <p scn q». 

2 . Extracción de la raíz. La raíz n—ésima de un número com- 
plejo es otro número coraplejo que, al aer elevado a la potencia n, 
dará el número comprendido bajo el radical, es decir, si: 

Vr (cos <p 4 - i sen <p) = p (cos -f- i sen ip), 
p n (cos iwf + i sen mj>) = r (cos <p 4 - i sen <p). 

Como los módulos de los números complejos iguales han de ser 
iguales y los argumentos puoden diferenciarse en un múltiplo de 2n, 
tenemos: 

p n = r, nip = <p -j- 2kn. 

De aquí: 

p<=Vr, = 21171 , 

n 

donde, k es un número entero arbitrarío, V r es el valor aritmético 
(real y positivo) de la raíz del riúmero positivo r. Por consiguiente, 

*s-r -—- - »/- ( m 4- 2 kn , , <p + 2itn'\ ... 

V r (cos <p -f-1 ssn qp) = V r [ cos - 1 - i sen -). ( 2 ) 

V n n / 

Dando a k los valores 0 , 1 , 2 n — 1 , obtenemos n diferentes 
valores de la raíz. Para otros valores de k los argumentos se dife- 
renciarán de los obtenidos antes en un múltiplo de 2 n y, por 
tanto, se obtendrán los valores de la raiz que coinciden con los 
eétudiados. 

Así pues, la raiz n —ésiina do un número complejo tiene n dife- 
rentes valores. 

La raíz n—'ésima del número real A, distinto de cero, tambián 
tiene n valores, puesto que el número real es un caso particular 
del número complejo y puedo ser representado en forma trigo- 
nométricar 

si A > 0 , tenemos: A — | A | (cos 0 + i sen 0 ); 
si A < 0 , tenemos: A = | A | (cosn + i senn). 

Ejcmplo 1. Hallar todos los valores de la raíz cúbica de la unidad. 

Soiución. Representemoa la unidad en fonna trigonométrica: 

l=cos0 (-< senO. 




248 


Númerot complcfot. Pollnomiot 


Según la fórmula (2): 


Y^iray/' cos 0í bcdO = C03 -f- i sen " ~^ - n • 

Haciendo k igual a 0, 1, 2, obtenemoa tres valores do la raíz: 


x^^cosO+ZsenO^l; x 2 = cos -f i a 
Tomando en cuenta quo 


2a 


•4n . 4n 
x 3 =cos sen — . 


2n 


1 2« V5 

sen-r-^V» 


4rt 1 

“•t'—t ! 


yi 

2 1 


resulta: 


*i-i; *s-—l+i^: 

En la fiffura 163 los puntos A, B, C son las imógenes geométricas de las 
raices obtenidas. 

4 V 



Plg. 168 

3 . Solución de la ecuación binomia. La ecuación 
x n = A 

se llama binomia. Haliemos las raíces de esta ecuación. 

Si A es un número real positivo, tenemos: 

V"7 ( 2*ji i í 

x = V A I cos- i sen-) 

\ n n / 

(fc = 0, 1, 2 , .... n — 1). 

La expresión encerrada en el paréntesis da todos los‘ valores 
de la raíz de n—ésima potencia de la i. 

Si A es un número real negativo, entonces: 

n x/TT\ ( 3X 2 kn rt + 2 kn\ 

x= V \A |^cos —• -h fson —- -J. 




Funclón exponenclal con expo.nente complejo y su$ propiedade$ 249 


La expresión entrc paróntesis da todos los valores de la raíz 
de n —ésima potencia de —1. 

Si A es un núinero complejo, los valores de x se hallan scgún 
la íórmula (2). 

Kjemplo 2. Resolver la ecuación 

Z*Eal. 

Solución. 

■ 2Ajl OL rr 

X — V cos '¿kn +1 sen 2 kñ = cos —;—j-ísen ——. 

4 4 

Haciendo k igual a 0, 1, 2, 3, obtenetnos: 

Xj^cosO-f i senO — 1, 

x 8 =coa-~4-*son — l, 

* 3 »cos-~~|-í sen ~- = — 1, 

6 n 6n 

ar 4 cos —f -1 son — —t. 

6 4. FUNCION EXPONENCIAL CON EXPONENTE COMPLEJO 
Y SUS PROPIEDADES 

Sea z = x + iy. Si x o y son variables reales, z es una varinble 
compleja. A cada valor de la variable coznpleja le corresponde un 
punto bien determinado (fig. 161 ) en el plano Oxy (plano de Ja 
variable compleja.) 

Deífnición. Si a cada valor de una variable complcja z, perte- 
neciento a cierto dominio dol plano de variables complejas, corres- 
ponde un valor bien determinado do otra variable compleja w, se 
dice que w es una función de la, variable compleja z: w = f (z) 
ó w = w (z). 

Existen las nocioncs dol límite, de la derivnda. de )a integrai, 
etc., de una función de variable complejo. 

Estudiemos una función de la variabío compleja, o bien, la 
función exponencial: 

w = ¿ 

o sea: 

- waí* 41 ». 

Los valores complejos de la función w se determinan dol modo 
siguiente*: 

_ e x+,v = e x (coayiseny), ( 1 ) 

*) Demostraremos més adelante cap. XIII y §18 cap. XVI, tomo II) 

Ja coDveniencia de esto definíción de ia función cxponcncial. 
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es decir, 
Kjcmplos: 

i. + 


31 

T 


i, 


w ( 2 ) = e* (cos y + l sen y). 

*' + * ‘=e(cos-5- + ¡!>cnij-) =e (^ + ‘^) 


( 2 ) 


2. S—0+-2-Í, e° +2 =«° (coa 4J--(-¡sen-|-j — /, 

3. »~« + i, «‘+'=e*(co9i-(-¡MnO = 0,54-j-¡-0,83, 

4. s = z(z es un número real), eX+Maet* (cos 0+í son 0) — ** que es una 
íunción exponencial ordlnaria. 

Propiedades de la funcjón exponencial 

1. Si Zi y son dos números complejos, entonces: 

= . (3) 

Deraoatración. Sea 

*i = ®¡ + ¡ffl. *2 = *9 + i¡¡2i 

entonces 

e *,+xj__ £x. +l(J,)+(J!i+lllj)_-f J ,)'’-1 (B|-V9jÍ_ 

= e x, e*= [cos (y, + í/ 2 ) + ísen ([/, 4 - i/a)]. (4) 

Por otra parte, en virtud del teorema sobre el producto de dos 
números complejos expresados en forma trigonométrica, tenemos: 

e ‘'e‘' = e I i+ l » l, e I .-+ , !'= _ e x - (cosp, + i sen y¡) e*' (cos y z + i sen !/z) = 

=>e X| e ! ‘*[cos(¡/i + p 2 ) + tsen(¡/,+ ¡/ 2 )]. (5) 

Los segundos miembros de las igualdades (4) y (5) son ignales y, por 
consiguiente, serán iguales también los primeros 

e* ,+ '*j=e* , e'*. 


2. De modo análogo se demuestra la fórmula: 

e* , -** = jl. - ( 6 ) 

3. Si m es un número entero, tenemos: 

(e*) m = e". (7) 

E9ta fónnula se obtiene fácilmente de (3), cuando m > 0, 
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La misma se obtiene a partir de ias fórmulas (3) y (6) si m < 0. 

4. Demostremos la identídad: •») 

e‘ +2 "‘ = e'. (8) 

Ed efecto, segÚD las fórmulas (3) y (1) tenemos: 

e í+2 ’" = e’r’" = e 2 (cos 2 jt + í sen 2n) = e'. 

De la identidad (8) se deduce que la función exponencial e 
es una función periódica con período 2ní. 

5. Estudiemos ahora la magnitud compleja 

w = u (x) 4- iv (x), 

donde u (x) y v (x) son funciones reales de la variable real x. Es una 
furtción compleja de la variable real. 

a) Supongamos que existen los límites; 

lí m u (x) e=» u (x 0 ); lím v (x) => v (xo). 

X -*■ Xt x -* x¿ 

Entonces, u (jq) -r iv (x 0 ) — w 0 es ei límite de la variable 
compleja w. 

b) Si existcn las derivadas v! (x) y i/ (x), la expresión 

w', = u (x) + io (x) (9) 

es la derivada de una función compleja de variable real con respecto 
al argumento real. 

Fstudiemos ahora la siguiente función exponencial: 
w = e aar+<e * = * 

donde a y p son números constantes reales, y x es una variable 
real. Es una función compleja de variable real que, conforme a la 
fórmula (1), puede escribirse así: 

w = e a * [cos 4- i sen flxj 

ó 4 

w = e ax cospx-f- £e ax senPx. 

Hallemos la derivada w‘ x . Según la fórmula (9) tenemos: 
w’ x = ( e ax cos px)' -f- i (e ax sen 0x)' = 

= e ax (acos Px — p sen 0x) -|- ie ax (a sen px -|- pcos px) = 
t= a [e ax (cos Px -f- i sen Px)] -f íp [e ax (cos px -f- i sen px)] = 

= (a fP) [e ax (cos Px 4- £ sen Px)] = (a 4- ¿P) e (a+,í) x . 

Así pues, si w = a< a +*W x , cntonces: w — (a -f- 1^)^®+^)* 

[e fa+ ' w 7 = (a + ip)e , “ + ' w '. 


ó 


(10) 
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De tal modo, sl k es un númeto complejo (y, en particular, real) 
y x ea un número' real: 

(e* 1 )'= *«**. (9") 

Hemos obtenido la fórmula general para la derivación de una 
funcíón exponencial. También tenemos: 

(e‘*)" = [(e‘*)T = * (^ 1 )' = 
y para n arbitrario: 

(« , ‘*) <rt> c =/c n e ,tx . 

Utilizaremos estas fórmulas más adelante. 


§ 5. FORMULA DE EULER. 

FORMA EXPONENCIAL DEL NUMERO COMPLEJO 

Si hacemoa x = 0 en la fórmula (1) del párrafo antcrior, ohtenemos: 

e lu = cosy-{- iaeny. (1) 

Esta es 1a fórmula de Euler y expresa la relación entre la fun- 
ción exponencial con exponento imaginario y las funciones trigono- 
métricas. 

Sustituyendo y por — y en la fórmula (1), obtenemos: 

e~ iv = cos y — i sen y. (2) 


De las igualdades (1) y (2) hallemos cosy y sen y: 

. i 


Las fórmulas (3) se usan, en particular, para expresar las poten- 
cias de cos<p y de scn <p, asf como también de sus productos, en fun- 
ción del seno y de) coseno de arcos múltiples. 

Efemplos: 

1. cos*y= (* tav - 4 - 2 +«-**«)=, 

ess X K 008 2y-H Sen 2y)-h2-f-(cos 2y — t soü 2y>|=» 

1 (2 cos 2y + 2) = j (1 + cos 2y). 
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2. j-) (- 2i -) 


i-ii 2 


-{coa 4<p+{- • 


Forraa cxponencial del número complejo. Eacribamos un núraero 
complejo z en forma trigonoraétrica: 

z *= r (cos «p + i aen 9)» 

donde, r es el módulo y <p, el argumento de este núrncro complejo. 
Según la fórmula de Euler: 

cos (p 4* * sen q> = e. 

Por consiguiente, todo número complejo puede ser representado 
en la forma exponencial: 

z = re ,v . 

Ejrmplos. Escribir los números 1, f, —2, — i en la forma ezponencisl» 
Solución. 

1 * cos 2kn -f- i sen 2ítji e 
-2.4 

. n . . n T* 

<«=cos“ 2 “+/ flen * i 

—2=«2 (cos.i-H sen n) — 2e" 4 , 

* i 

, n . n "T 1 
— i =» cos-^— l sen —«=e * ^ 


& 6. DESARHOLLO DEL POUNOMIO EN FACTORKS 

Sabemos que la función 

1 ( x ) — A 0 z tl + A,x n *+•.--+ -A nf * 

on la que ncsun número ontero 9e llama polinomio o funclón racio - 
nal entera de x. E1 núraero n es el grado del polinomio. Los coeficien- 
tes Aq, A\ . . . A n son aquí números reales o complejos. La varia- 
ble independiente x puede tornar tanto valores reales como com- 
plejos. E1 valor de la variable x para el cual el polinomio se reduce 
a eero es la raiz del polinomio. 

Teorema t. (Teoreqia de Bezout). El resto de la división del poU- 
nomio / (jc) por la diferencia (x — a) es igual a f (a). 

Demostracáón. E1 cociente de la división del polinomio / (z) 
por (z — «) es un polinomio f\ (z), de grado inferior en una unidad 
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que él del polinomio / (*), el resto es un número constante R. 
Éntonces podemos éscribir: 

f (*) = (* — o) /, (*) + R. (1) 

Esta igualdad es válida para todos los valores dc x distintos do a 
(la división por * — a cuando * = a no tiene sentido). 

Si * tiende a o, el límite del primer miembro de la igualdad (1) 
es / (o) y el límite del segundo miembro, es R. Gomo ias íunciones 
/ (*) y (* — o) /i (*) + R son iguales para todos los valores de 
* ¡jt o, sus límites serán también iguales, cuando * o, es decir, 
/ (o) = R. 

Colorario. Si a es una raíz del polinomio, es decir, / (fl) = 0, 
entonces / (*) se divide por x — o sin resto alguno y, por tanto, se 
representa como un producto: 

/ (*) = (* — o) /, (*), 

donde /, (*) os un polinomio. 

Ejemplo 1. El polinomío i (x) = x 3 — 6x a 4- llx — 6 se anula euuudo 
x = 1, es decir, / (t) = 0. Por cso el polinomio dado se dívíde sln resto por 
x — 1: 

I*= 6r»+ 111 — 6 = (x— t) (i*—Sl+6). 

Estudiemos abora las ecuaciones con una incógnita z. 

Todo número (real o complejo) que sustituya a * cn la ecuación 
y la convierta en identidad, se llama raiz de la ecuación. 

, 31 5« 0ÍX 

Ejemplo 2. Lós numeros » • • •» sou raicps 

de la ecuación cos í = sen r. 

Si una ecuación tione la forma P (x) = 0, doude P (x) es poli- 
nomio dc grado n, se llama ecüación algebraica de n—ésimo grado. 
De la deünición se deduce quo las ráíces de la ecuación algebraica 
P (*) = 0 son idénticas a las del polinomio P (*). 

Naturabnente, surge la pregunta, si toda ecuación tiene raíces. 
Para las ecuaciones no algebraicas ia respuesta es negativa: existen 
ecuacione 3 no algebraicas que no tienen raíces (reales, ni comple- 
jas), como, por ejemplo, la ecuación e' = 0*). 

Sin embargo, para las ecuaciones algebraicas la respuesta es 
positiva, lo que constituye el contenido del sigulente teorema 
íundamental del álgebra. 

•) En eiecto. si ol número x, = « bt luera la reíi do esta ecnaciún, 
oxistiria la Identidad r* 1 * 111 =0, o (en virtud do la fúrmula de Euler) e° (cos b -p. 
4-ísen 6) = 0. Poro, «“ no puede anularse cualquiera quo sea el numero reai a; 
tampoco cos b = i sen b es iguel a cero (puesto que el módulo do este número 
es íguel a Vcos’ b + scn> 5 = 1 pnro cualquier 6). Por tanto, el producto 
e° (cos b -|- 1 sen b) /= 0, cs decir, e°* w + 0, lo que significe que la ecuacióo 
e* = 0 no tiene raices. 



Desgrrollo <jel poiinomio en f acto rei 


255 


Teorema 2. (Teorema fundamental del álgebra). Toda 
f unción racional entera f (x) liene por lo menos una raíz real o 
compleja. 

Este teorema se demuestra en el curso de álgebra superior. 
Aquí lo adroitiremos sin demostración. 

Utilizaudo el teorema fundamental del álgebra es fácil demos- 
trar el siguiente teorema. 

Teorema 3. Todo polinomio de n- — ésimo grado puede ser desarrtr 
ilado en n factores linealesde la forma x — auun factor igual al coe- 
jiciente de x". 

Demostración. Sea / (*) un polinomio de grado n: 

f(x)=aA 0 sf‘-)-A ¡ x"~ i + ... +á„, 

En virtud del teorema fundamentai este polinomio tiene por lo 
menos una raíz; designómosla por a,. Ahora bien, según el corola- 
rio del teorema de Bezout podemos escribir: 

/ (*) ■= (* — a,) /, (x), 

donde, /, ( x) es el polinomio de grado (» — 1); /, (x) también tiene 
una raiz que designcmos por a 2 . Entonces, 

/, (x) =-(x — o,) /, (x), 

donde, / 2 (x) es el polinomio de grado (n — 2). De igual manera: 
/z (*) = (x — Oj) / a (x). 

Continuando este proceso, llegamos a la oxpresión: 
ln -1 <*) = (a: — a») /„, 

donde /„ es un polinomio do grado cero, es decir, /„ cs un número 
fijo. Evidentemente, este' número es igual al coeficiente de x n . 
es decir, /„ = A 0 . 

En vlrtud de las igualdades obtenidas podemos escribir: 

/ (*) = A 0 (x — o,) (* — o,) ... (* — a^). (2) 

Del desarrollo (2) se deduce que ios números o,. a 2 , .... fl„ son 
las raíces dei polinomio / (*), puesto que. realizada la sustitución 
* — fl,, * — a 2 , ..., * -- a„ . ei segundo miembro y, por consiguien- 
te, el primero se reducen a cero. 

Ejemplo 3. E1 polinomio / (*) => *> — 8a> -+- ilar — 6 so rcdiice a coro, 
ouando 


Por consiguiente. 


*= 1 , * = 2 , * = 3 . 


*s_6i» + il*=6 = (*—1)(*—2)(*—3). 

Ningún valor * = a distinto de o,, a 2 , ..., a n puede ser raíz 
del polinomio / (*), puesto que ningún factor del segundo miembro 
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de la igualdad (2) se anula cuando x = a. Ahora podemos exprosar 
el siguiente enunciado: 

Todo polinomio ie grado n no puede tener mds que n raíces dlfe- 
rentes. 

Pero, en este caso, obtenemos el teorema siguiente. 

Teorema 4. Sl los valores de dos polinomlos q>, (x) y <p 2 (x) de gra- 
do n coineiden para n + 1 valores dlferentes a a , a,, a 2 , ..., a„ del 
argumeiito x, los polinomios enunciados son idénticos. 

Demostración. Designemos por f (x) !a diferencia de estos poli- 
nomios: 

/ (x) = «p, (x) — qi (x). 

Según la hipótesis, f (x) es un polinomio de grado no superior 
a n, que se reduce a cero en los puntos o,, .... a^. Por tanto, ésto 
puede ser representado en la forma: 

/ (x) = Ao (x — o,) (x — a,) ... (x — aj. 

Pero, según la hipótesis, / (x) se anula también en el punto a a . 
Entonccs, / (a¿) = 0, siendo distintos de cero todos los factores 
lineales. Por eso, A 0 = 0, y de la igualdad (2) se deduce que el 
poUnomio / (x) es idénticamente igual a cero. Por consiguiente, 
q>i (*) — 92 (*) = 0 , 6 q>, (x) = q > 2 (x). 

Teorema 5. Si el polinomio 

+Apd i ~ , + ... +A n .,x+A n 

es idénücamente igual a cero, todos sus coeficienles son iguales a cero. 

Demostración. Escribamos el dcsarrollo de este polinomio en 
factores según la fórmula ( 2 ): 

P(x) = Ag¿' + A|X n 1 + ... + A n -,x + A n = 

= A 0 (x — a,) ... (x —fl„). (l') 

Si este polinomio es idónticamente igual a cero, también será 
igual a ccro para un valor dex, distinto de a„ .... a^. Pero, en este 
caso, los factores x — a„ . . ., x — a„ no se anulan y, por tanto, 
/lo = 0 . 

De igual manera se demuestra que A, = 0, A 2 = 0, etc. 

Teorema 6. Los coeficientes correspondientes de dos pollnomlos 
idénticameñte iguaies son iguales. 

Esto se deduce del hecho de que la diferencia entre los polino- 
mios dados es un polinomlo idénticamente igual a cero. Por tanto, cn 
virtud del teorema anterior, todos sus coeficientes son ceros. 

Ejempto 4. S¡ ol polinomio <ix* + óx* + cx + d es idénticamente ignal 
al ponnomio x* — 5x, entouces: a ~ 0, 6=1,« = — 5, d = 0. 
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§ 7. BAICES MULTIPI.ES DEL POLINOMIO 

Si ciortos factorcs linoales del desarrollo de un polinomio de 
grado n 

f (x) = Aa (x — o,) (x — oj ... (x — O _ (1) 

60 D igualos, se puedc agruparlos y lucgo. íactorizar el polínomio 
de la manera siguiente: 

/ (x) = i4 0 (X — Bi)* 1 (x — Os)*’ ... (x — B m )‘ m . (1") 

Donde 

k¡ -f- /ít ... k, n n. 

En este caao se dice que a, es una raii múlliple de orden k,, (k¡, es 
]a multiplicidad de la raíz); o 2 es una raíz múltiplo do orden /r 2 , etc. 

Ejemplo. Ei polinomio f (*) = ** — 5i a + fii — 4 se desarrolla en loa 
tajguientes factores lineales: 

/(x)-(*-2)(*-2)(x-f). 

Esto desarrollo puede escribirse así: 

/<*)-=(*—2)» <*—1), 

a, = 2 es una raíz doble: a-¿ = 1, una raíz simple. 

Sl el polinomio tieno nna raíz múltiple a de orden k, consideremos 
que el polinomio tiene k raíces iguales. Entonces, del teorema del 
desarrollo de un polinomio en factores lineale3 se deduce el teorema 
siguiente. 

Todo pollnomio de grado n tiene exactamenle n raíces (reales 
o complefas). 

Observación. Todo lo que se ha dicho acerca de las raíces del 
polinomio 

f (x) = A<p: n Aíx" 1 -(- ... +i4„ 
es igualinente cierto para las raíces de una ecuación algebraica: 
Aox" + y4|X n_I + ... +yl n = 0. 

Demostremos a continuación, el teorema siguiente: 

Teorema. Si a¡ es una raíz múltiple de arden k, > 1 para el poli- 
rwmio f (x), entonces a, será una raíz múltlple de orden k — 1 para 
la derivada f (x). 

Demostraclón. Si «i es una raíz múltiple de orden k, donde 
k, > 1 de la fórmula (l') se deduce: 

/ (x) = (x — (x). 


17-534 
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donde <p (a?) - (x — a 2 )' t9 • • — 0 /n) km no se anula para x = &u 

es decir, <p (flj) ^ 0. Derivando, tenemos: 


f (x) = kt(x — (x) + (x-~ a,) l ’’<p' (x) — 

= (x — fflj *’ -1 [fe,<p (b) + (x — a,) <p' (i)). 


Designemos: 

Entonces, 


<p (a) = k, <p (x) + (x — a,) <p' (x). 

r(x) = (x-atí“- S|>(*). 


donde: 

<p (o,) = ft, 9 (o,) + (a, — a,)<p' (a,) = k,(f (a,) + 0 , 


es decir, x = a, es la raíz múltiple de orden fc, — 1 dei polinomio 
/' (x). De ia demostración se deduce que si k, = 1, a, no es una 
raíz de la derivada f (x). 

Del teorema demostrado se deduce que a, es una raíz múltiple 
de orden k, — 2, para la derivada /' (x), una ralz de orden k, — 3, 
para la derivada /" (x) . .., una raíz de orden 1 (raíz simple), 
para la derivada /t»i->) (x); y no es una raiz para la derivada /t‘<> (x), 
es decir, 

/(aj = 0, f( aO = 0, /" (aj = 0./**-* > (aO = 0, 


pero 

/"(«.)=* 0 . 


J 8. FACTORIZACION DE UN POUNOMIO 
CON RAICES COMPLEJA3 

Las raíces a,, a¡, . . ., a„ de la fórmula (1), | 7, cap. VII pneden 
ser tanto reales como complcjas. Tiene lugar el teorema siguiente. 

Teorema. Si un polinomlo / (x) con coeficienles reales tiene la raíz 
compleja a+ bi, este polinomio tiene tambiénuna raízconjugada a — bi. 

Demostración. Si en el polinomio / ( x ) sustituimos x por el número 
a + bi, elevamos a unas potoncias y agrupamos por separado los 
términos que contienen y no contienen t, obtenemos: 

/ (a + bl) = M + Ni, 

donde M y N son las expresiones que no contienen i. 

Puesto que a + ói es la raiz del polinomio, tenemos: 

/ (a + bt) = M + JVi = 0 

de donde: 

M = 0, N = 0 


Interpolación. Fórmula de Intcrpolación de Lagrange 
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Sustituimos ahora x en ei polinomio por la expresión a — 6¡. Enton- 
ces (según la observación 3, § 2), obtenemos un núraero conjugado 
con M + Ni, es decir, 

f(a — bi) = M — NL 

Como M — 0, y N = 0, se tiene: ) (a — bi) — 0, cs decir, a — bi 
es una raíz del polinomio. 

Por consiguiente, cn la factorización 

/ (a:> = i4 0 (x — 0 |) (x — Oj)... (x — o„) 

las raices complejas se encuentran en pares conjugados. 

A1 multiplicar entre s¡ los factores lineales que corresponden 
sl par de raices complejas conjugadas, obtenemos un trinomio de 
segundo grado con coeficientes reales: 

Ix — (o + ¿>í)l lx — (a — bi)] ~ l(a — a)— ftíj ((z — a) + óil = 

= (x — o)' + ó s = ar* — 2ax + a 2 + ó a = i* + px + g, 

dondo p — —2o, q — o 4 + b‘ son los números reales. 

Si el número a + bi es una raiz múltíple de orden k, el número 
conjugado a — bl ea también una raiz múltipie de orden k, de modo 
que, en la factorización de un poUnomio entran tantos factores 
lineales x — (o + bl) cuantos sean los factores lineales x — (o — bi). 
Así, iodo polinomio con coeflcientes reales se desarrolla en faetores con 
coeficientes reales de prlmero y segundo grado de multlplicidad corres- 
pondiente, es decir, 

f(x)=*A„(x~a¿ h '(x-a¿'" ... 

... (x — a,f' (3? + p,x + ?,)'• ... (x , + p,x + g.)'* 1 

donde 

kt + + ... + k r + 2/j + ... +2 l a = n. 

8 9. INTEBPOLACION. 

FORMULA DE LA, INTEBPOLACION DE LAGBANGE 

Supongamos que al estudiar cierto fenómeno, fue demostreda 
la existencia de una dependencia funcional cntre las magnitudes 
x e y, que carácteriza e! aspecto cuantitativo de este fenómeno. La 
fuDción y — <f (x) es desconocida, sin embargo, mediante una serie 
de experiencias determinemos los valores de esta función: y 0 , y,, 
ys, • • •• Vn P ara ciertos valores del argumento Xo, Xj, x 2 , . .., x„, 
pertenecientes al segmento (a, ftl. 

E1 problema consiste en ballar la iunción más simplo, para 
facilitar los cálculos (un polinomio, por ejemplo) que sea la expre- 
sión exacta o aproximada de la función desconocida y =¡ <p (x) en 
el segmento lo, 6). En forma más abstracta el problema puede ser 

17* 
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formulado de modo sigulente: los valores de una función desconocida 
y «= q> (i) se dan en n «+■ 1 puntos diferentes: x n del 

segmento [a, &]: 

y<¡ = <p (*o). yt = <p (*í)t .-..!/» = <? M; 

es preciso hallar un polinomlo P (x) del grado inferior o igual a n 
que exprese aproximadamente la función q> (*). 

Fara esto elijamoa un polinomio cuyos valores en los puntos 
*o. x¡, *í. .... *„ cotncidan con los correspondientes valores de 
y>, Vt , Vz, .... V* óe la función q> (*) (fig. 164). En este caso. 



rig. 164 

el problema pianteado, quc se llama uproblema de intcrpolacíón 
de la función», se puede formular de modo siguiente: hailar para 
una fuución dada q> (*) un polinomio P (*) de grado < n, que tome 
en los puntos dados * 0 , *i. •••.*» los valores 

Vo = <I> (*«). Vi = <P (*i). Vn = <P (*»)• 

Tomemospara esto un polinomio de n-dsimo grado y de la forma: 
P (*) = Co (X — *,) (* — X¡) . . . {X — X„) + 

+ C, (x — Xo) (x — Xo) ... (x — Xr) + 

+ C t (x — x „ )(* — *,)(* — Ij) ...(* — *„) -i- .. . 

. . . + C„ (x — Xo) (x — X,) . . . (x — *„.,). ( 1 ) 

Determinemos los coeficientes C 0 , C,, . . C„ de tal manera que 
se cumplan las condiciones: 

P (* 0 ) = Vo, P (**) = Vti * - •, (*») = y„- ( 2 ) 

Hagamos x = * 0 en la fórmula (1); entonces, teniendo en cuenta 
las igualdades (2), obtenemos: 

yo = C 0 (*o *,) (*o * 0 ) . . . (x„ — *„) 


C 0 — 


_tfo_ 

(Xq *,) (* 0 *l) . . . (*0 X„) 


de donde 



Interpolaelón. Fórmula de tnterpolactón de Lagrange 


261 


Haciendo, luego, x » x lt obtenemos: 

yi = Ct (x, — i 0 ) (Xj — x„) . .. (x, — x„) 


de donde 


C, = - 


í»i 


(x, — X(¿ (x, — Xj) ... (x,— x„) 
De igual manera encontramos 


C 2 =- 




(x 2 — x 0 ) (x 2 — X,) (Xj — Xj) ... (x 2 — x„) 


Cn- 


y n 


( x n *o) (*„ Xj) (X n — Xj) ... (Zj. — X„—j) 

Poniendo loa valores determinados de los coeíicientes en la 
fónnula (1), obtenemos: 


P(x) = 


(x — Xj)(x — x¿ ... (x —xj 


(x 0 — Xj) (x 0 — x¡¡) 
(x — x 0 ) (x — Xj) . 


(*0 — x „) 
(*—*>.) 


(*i xjj)(x, x¡¡) ... (x, — x„) 


i/o + 


yi + 


, (x — x,,) (x •— x,) (x x 2 ) ... (x x„) 
te — *o) (*2 — xj (X3 — Xa) .. . (x 2 — x„) 2 

(x — x 0 )(x — Xj) ... (x — X„-,) 

(x„ — x 0 ) (x„ — X,) ... (x„ — x „_,) y "' 


(3) 


La fórmula enunciada se llama. /órmula de interpolación de 
Lagrange. 

Admitamos sin demostración que sj q> (x) tiene una derivada de 
(n + 1) — ésimo orden en el segmento !a, ó], el error cometido, 
al reemplazar la función q> (x) por el polinomío P (x), (es decir, la 
magnitud R (x) = qi (x) — P (x) satisface a la desigualdad: 

\R (x)|<|(x — x 0 )(x— x,) ... (x — x„) | -—^-máx|q> < " +u (x)|. 

(n +1)1 


Observación. Del teorema 4, § 6, se deduce que el polinomio 
P (x) es el únjco que satisface a las condiciones del problema plan- 
teada 
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Ejemplo. Como resultado de ua oxporimento homoa obtenido los valores 
de la tunción p =* © (*): \j 9 = 3 para x c = 1; u% = — 5 para z t — 2; pa — 4 
para ar a =• — 4. Hftllar la oxpresión aproximaaa do la función y = «p (x) por 
medio dol polinomio de segundo graao. 


Solución. Sogún Ia fórmula (3) toncmos (para n *= 2): 


P(x) = 


(x-2)(x-j-4) 
(f -2) (14-4) 


3 + 


(x-l)(x4 4) 
(2-1) (2+4) 


<-5) + 


(x —1) (i —2) 

(— 4 — 1 ) (— 4 — 2 ) 


4. 


. 39 , 123 . 252 

PW --35* i+ 1o-- 


§ 10. FORMULA DE LA 1NTERPOLACION DE NEWTON 

Sean conocidos n + 1 vulores de la funcióu 9 (*): ¡/ 0 , y,, ..., y n , 
que correaponden a n + 1 valores dei argumento: x 0 , z,, ..., x„, 
siendo constante la diferencia entre los valores contiguos del argvi- 
mento. Designemos por h esta díferencia. La tabla de valores de 
la función descoaocida y =¡ <p (x) para los valores correspondientes 
del argumento tendrá la forma siguiente. 


m 

x 0 

x, = r 0 +fc 

*2 ~ ■ r o *r 2ó 

x„ = xo+nA 

S 

lla 

vi 

tíi 

»/n 


Formemos un polinomio de grado no superior a n, que tomará 
valores correspondientes a los de x. Este polinomio representará 
aproximadamente la función <p (x). 

Introduzcamos las designaciones: 

Ay 0 = »1 — Voi A¡/, = j /2 — V t! Agj = p 0 — y 2 , etc. 

A 4 p 0 - Vi— 2i/, + Vq = Ay, — Áy 0 = (¡/ 2 — j/,) — (j/, — p 0 ), 

A’¡/o = ¡/3 — 3 ¡/2 3¡/, — ¡/o = A 2 y, — A s p 0 = (</ 3 — 2p 2 + j/,)— 

—(¡/i — 2y, + |/ 0 ), 

A”p 0 = A*“Vi — A n "V«- 

Estas son ias llamadas diferencias de primero, segundo y n-ésimo 
orden. Escribamos un poiinomio que toma los vaiores 
y„ y, para x 0 y 
Será un polinomio de primer grado 


Pi(x) = Vo+ Ap 0 - - - 
h 


(i) 
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En efecto, 


( 2 ) 


P¡ (*) \x-=x„—y<¡, P\ l*-« = y<¡ + &y<¡ -¡¿ = y<¡ + (v¡ — y<¡) — y<- 

Escribamos un polinomio que toma Jos valores 

y<¡, y¡, Vi para x„, x„ x t , 

Será un polinomio de segundo grado: 

„ , , , . z — x c , &*y 0 x — xi/x — xo .\ 

PiM-yo + Ay,— +lr _(- T --ij. 

Es evidente que 

Pi I *=* 0 = y<>, Pt I *=*, = »„ 

Comprobemos ahora: 

d i , . „ . AVo 2h(2h 

^íl*-*, = !/o+ Así„- 2 + -^-. — — 1 j = i/ 2 . 

E1 polinomio de tercer orden tendrá la forma: 

E1 polinomio del orden n que asume los valores y 0 , y¡, y¡, . ... y„ 
para x 0 , x t , x 2 , . . x„, será: 

x — x 0í AVq x — x 0 (x—x 0 


P n (x) = y<¡+&y 0 ^-— + 

n 1 • ¿ 


h \ h 


— + ... 


(4) 


Mediante una sustitución directa es fácil convencerse de que la 
igualdad obtenida es correcta. Esta es la fórmula o el polinomio 
de la interpolación de Newton. 

En esencia, el polinomio dc Lagrange y el de Newton para la 
tabla dada de valores, son idénticos aunque escritos de modo di fe- 
rente. Es decir, ei polinomio de grado no superior a h, que tom a 
n + 1 valores dados para n 4- 1 valores de x, se halla de una sol a 
manera. 
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En rnuchos casos rcsulta más conveniente utilizar ol poliuomio 
de la interpolacién de Newton que el de Lagrange. Su particulari- 
dad consiste en que, al pasar del polinomio de grado k al polino- 
mio de grado k + 1, )os primeros k + 1 términos no camhiau, 
sino que se adiciona un término nuevo que es igual a cero, para 
todos los valores anteriores del argumento. 

Observacién. Según las lérmulas de Lagrange (véase la fórmu- 
la 3 § 10) y de Nowton (fórmula 4) se determinan los valores de una 
función en el segmento Xo < x <C */,. Si estas fórmulas se usan 
para determinar el valor de la íunción, cuando x < x 0 (lo que se 
puede hacer cuando \ x — ar 0 | es pequefio), se dice que se efectúa 
la extrapolación de la tabla hacia atrás. Si se determina el valor de 
la función para x 0 <; x, se dice que se efectúa la extrapolación de la 
tabla hacia adelante. 

§ 11. DBBIVACION NIJMERICA 

Supongamos que |os valores de una función desconocida ®(x) 
están dados por medio dc la tabla que fue examinada anteriormente. 
Es preciso determinar aproximadamente la derivada de esta fun- 
ción. Con este fin se forma el polinomio de interpolación de Lagrange 
o de Newton y de este último se halla la derivada. 

Puesto que más a menudo se analizan las tablas de íguales dife- 
rencias entre los valoreB vecinos del argumento, utílicemos la 
fórmula de interpolación de Newton. Sean dados tres valores de 
la función: ¡/ 0 . i/t, 'Js. que corresponden a los valores: x 0 , x ( , x 2 del 
argumento. Entonces, escribamos el polinomio (2) y derivérooslo. 
Obtenemos ei valor aproximado de la derivada de la función en el 
segmento Xo X| •< Xj 

<p‘(x)«^(*)=-^i + ^( 2Í^Í“-l). (5) 

Cuando x = x 0 , tcncmos: 

q'(Xo)«/>;(X 0 ) = -^(«) 

Examinomos el polinomio de tercer orden (véase (3)), y deriván- 
dolo, obtencmos la siguiente expresión para su derivada: 

+ tsc[ s (t s )-’-*(^) + # <” 
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En particular, cuando x = x 0 , tenemoa: 

q>' (* 0 )« P-, (x )=. 

h ¿h 3 h 


( 8 ) 


A1 utilizar la íórmuia (4), cuando x — Xq, obtenemoa la si- 
guiente forma para la expresión aproxiraada de la derivada: 




(9) 


Notemos que para una función que tiene derivadas, ia diferencia 
A¡/o es una infínitesimal do primer orden respecto a h; A’i/o, infini- 
tesimal de segundo orden; A s g 0 , de tercer orden, etc. 


§ 12. OPTIMA APROXIMACION DE LAS FL'NCIONES 
POR MEDIO DE POLINOMIOS. TEORIA DE CHEBISHEV 

Del problema examinado en el § 9, se deduce, naturalmente, 
lo siguiente: sea ima función continua <p (x) en el segmento (a, ój. 
¿Se puede expresarla aproximadamente Bn forma dc un polinomio 
P ( x ) con cuaiquier grado de precisión previamente dado? Es docir, 
¿será posible encontrar un polinomio P (x) tal que la díferencia 
en valor absoluto, entre <p (x) y P (x), sea inferior en todos los puntos 
dcl segmento (a, é], que cualquier número positivo e previamente 
dado? E1 teorema que sigue y que citamos aquí sin demostración, 
nos da una respuesta afirmativa*. 

Teorema de Weierstrass. Si la función <p (x) es conttnua en el 
segmento la, ij, entonces para todo s > 0 existe un polinomio P (x), 
que en cada punto de este segmento se cumpla la igualdad : 

| / (x) — P (x) | < e. 

S. N, Bernstein, notable matemático y académico soviético, nos ha 
proporcionado el siguiente método racional para la formación 
directa de polinomios aproximadamente iguaies a la función conti- 
nua <j> (x) en el'segmento dado. 

Supongamos, por ejemplo, que la función, <p (x) cs continua 
cn el scgmento (0, 11. 


*) Notemos que el polinomio da la interpolación do Lagrange (véaso (3) 
5 9) no da la respucsta a la cueatión plantoada. En loa puntos z Q , x ,. x 2l . . x n 
los valores de esto nolinomio en realidad aon igualea a los valorea corroapon- 
dientcs de la funcion, poro en otros puntos del segmento [o, &] estos vafores 
pueden diferenciarse notablemente. 
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Formemog la expresión: 

n 

B n (z) = ^ f (7-) C » im (» - 

m = 0 

En csta cxpresión C n son coeficientes binomiales; <p ] es el 

valor de la función dada en el punto * = —. La expresión B„ (x) 

es un polinomio de n-ésimo grado. ifamado de Bernstein. 

Para todo número arbitrario e > 0 positivo, se puede buscar 
un polinomio de Bernstein tal (es decir, elegir su grado n) de manera 
que para todos los valores de x en el segmento iO, 11 se cumpla la 
desigualdad: 

I B n (x) — <p (x) | < e. 

Observemos que ei análisís del segmento (0, 1) en lugar del 
segmento arbitraiio in, 6] no limíta esencialmento las leyes genera- 
lcs puesto que mediante el cambio de variable: x — a + t (b — a), 
se puede transformar cualquier segmento ( 0 , ól, en el segmonto [0, 11. 
Esta transformación conserva el grado del polinomio. 

La teoría sobre la óptima aproximación de las funciones median- 
te polinomios fue desarrollada por el célebre matemático ruso 
P. L. Chébishev (1821-1894). 

Los valiosos rcsultados que obtuvo en este campo, han infiuen- 
ciado decisivamente en los trabajos de matemáticos posteriores. E1 
punto de partida en la creación de esta teoría fuc su trabajo en la 
teoria de los mecanismos articulados que son de amplio uso en ia 
maquinaria. E1 estudio de tales mecanismos Ie condujo a la búsque- 
da entre todos los pobnomios de un grado n dado, cuyo coeficiente 
de término rnayor es igual a la unidad, de un poiinomio tal que 
se desvíe de cero, en el segmento dado, mucho menor que todos los 
demás poiinomios. Este gran matcmático logró a resolver ei pro- 
hlema y los polinomios hallados por él fueron llamados polinomios 
de Chébishev. Estds poseen muchas propiedades notables y son 
acluaimente un potente medio de investigacioncs en numerosos 
problemas matemáticos y técnicos, 


Ejercicios para el capítulo VII 

I. Hallar (3 + 5i)(4—I). Respvena: 17 + 171. 2. Hallar (6 + lli) (7 + 31). 
fíespuesta: 9 + 35í. 3. Hailar - 7 ^—jry-. Respuesta: - t. 4. Hollor 

(4—7|)S. Respuetlo: — 524 + 7¡. 5. Hollar ~[/í. Respuesla: ± — yj' - . 6. Ha- 
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Uar V — 5—12«. Respuesla : rt (2 — 3 i). 7. Reducir a la forma Irigonométrica 
las ezpresiones: a) 1 -f-í. fíe*puesta: V^ (cos-^--f isen . b) i—i. fíes- 

puesta: V^ ^cos-^p-f t senJ . 8. Hallar y'T, fíespuesla: ; — /; 

#_V3 

—■. 9. Ezpresar en función de senx y cosx las aiguientes expresiones: 

s©n 2x, cos 2x, sen 4z, cos 4x, sen 5x, cos 5x. 10. Ezpesar en f unción del seno 
y coseno de los arcos múltipies las expresiones: cos*x, cos*x, cos 4 x, cos*x, 
cos*x; sen**, sen 3 x, sen 4 x, son 5 x. 11. Dividir /(x) = x 3 —4x*4-8x-~l por 
x-}-4. fíespuesta : / (x)=*(x-f4) (x*—8x-j-40)—161, es decir, cociente =x*— 
— 8x-f40; el resto / ( — 4)*= —161. 12. Dividir / (x) = x 4 -f 12x3-f-54x*-f 
+ 108x-4-81 por x + 3. fíespuesta: / (x) = (x-f 3) (x*-f-9x*-f-27x-f27). 13. Divi- 
dir /(x)=x7— — 1 por x — 1. fíespuesta: /(x) — (x~ 1)(x®-fx*-j-x 4 fx 3 -fx*-f- 
-fxf 1). 

Factorizor los polinomios: 14. /(x)=tx 4 —1. fíespuesta: /(x)«= 

«(x—l)(x-f l)(x*-f 1). 15. /(x) = x>—x — 2. fíespuesta: /(x) = (x—2) (x-f 1). 
16. / (x) « x* -f 1. fícspuesta: /(x) = (x-f l)(x*—x-f 1). 

17. Como resultado do un experimento se han obtenido los vülores de 
la función y de x: 


y,=4 para x, =0, 
P 2 — 0 para x 2 = l, 
i/ 3=10 para x 3 —2. 


Expresar do modo aproximado esta funcíón mediante un polinomio de 
segundo grado. fíespuesta: x*-fx-f 4. 

18. Hallar el polinomio de cuarto grado que toma respeclivamente los 
valores 2, 1,-1, 5, 0, para x«= 1, 2, 3, 4, 5. Respuesta: 


y **- 17*« +^|2 .x«_ 92i+ 85. 


19. Ilallar el polinoxnio de grado posiblemcnto inferior quo tomn rcspccti- 
vamente íos valores 3, 7, 9, 19 para x — 2, 4, 5, 10. fíeipuesta: 2* — 1. 

20. Hailar los poiinomios oo Bernstoin de primero, segundo, tercoro, 
cuArto grados para la función y —scnnx en el scgmento [0,1]. Respuesta: 

B,(i) = 0; B,(i)-.2i( 1-*)¡ fl 3 (*)=l^i*(l-i); fl,(*)-2* (1-*) X 

X .1(21/2- 3) *«- (2 Vf- 3) *+V2) • 
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FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 


§ 1. DEFINICION DE LAS FUNCIONES DE VARUS VARIABLES 

Examinando las funcionca de una sola variable, ya hemos indi- 
cado que el estudio de diferentes fenómenos obliga a utilizar las 
funciones de dos y mós variables indepondientcs. Demoa algunos 
ejemplos. 

F.jemplo 1. E1 área S de un rectángulo de lados z 0 y, se da por la fórmula: 

S bmx¡j» 

A cada par do valores de z e y, corresponde un valor dcterminado del 
área S; S ea una función de dos variables. 

Ejemplo 2. E1 volumen V de un paralelepípedo recto, cn quo las aristas 
ticnen longitudes iguales a x, y, z, se aa por la formula: 

V =xyz. 

Aquí, V es una función de tres variables: x, y, t. 

Ejemplo 3. K1 alcance R de un proyectil lanzado a la velocidacl inicial 
p 9t bajo ol ángulo 9 respecto al horizonto, ae expreaa por la fónnula: 

_ vl sen 2 <p 

g 

(dcspreciando la resistencia del aire). E1 simbolo g en la fórmula represonta 
la acoleración debida a la fuexza de gravedad. Para cada par de valores v 0 
y q> la fórmula da un determinado valor de R, es decir, R es una función do dos 
variables, v 0 y <pi 

Bjcruplo 4. 

” yí+**' 

Aquí, u es una función de cualra vaiiables x, y, :, t. 

Definición 1. Si a cada par (x, y) de valores de des variables, 
x e y, independientes una de otra, tomadas de cierto campo D de su 
variación, le corresponde un valor deteroiinado de la magnitud z, 
se dice que z es una funclón de dos variables independientes x e y, 
definída en el campo D. 
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En forma simbólica una función de dos variables se representa así: 
z = f (x, y), z = F (*, y), etc. 

Una función de dos variables puede expresarse por medio de una 
tabla o analíticamente mediante una fórmula (como se ha hecho en 
los cuatro ejemplos examinados). La fórmula permite formar la tabla 
de los valores que toma la función para cada par de valores de las 
variables independientes. Para el ejemplo 1 se puede formar la 
siguiente tabla: 

S = xy 


sa 

w 

g 

í,í 



í 

0 

mm 

1,5 

2 


2 

0 


3 

4 


3 

0 


4,5 

6 


4 

0 

U 

6 

8 



En la tabla el valor de la función 5 se encuentra en la inter- 
sección de los rengloqes y columnas correspondientes a los válores 
buscados d e x e y. 

Si la dependencia funcional z = f (x, y) resulta de lns medicio- 
nes de la magnitud z durante el estudio experimontal de un fenó- 
meno, obtenemos la tabla en que z se determina como función de dos 
variables. En este caso, la función se da sólo mediante. la tabla. 

La función de dos variables igual que la función de una sola 
variable puede no estar definida para todos los valores arbitrarios 
d e xe y. 

Definición 2. BI conjunto de Ios pares (x, y) de los valores de 
x e y, para Ios cuales está definida la función z = / ( x, y), se llama 
dominio de definiciín o dominio de exislencia de la función. 

E1 dominio de existencia de una función puede ser interpretado 
geométricamente. Si cada par de valores, x e y, lo representamos 
mediante un punto M (*, y) en ol plano Oxy, el dominio de defini- 
ción de la función será representado por el conjunto de puntos en 
esto plano. Llamemos también a este conjunto de puntos, dominio 
de definición de la función. En particular, todo el plano Oxy puede 
ser este dominio. En lo ulterior los dominios de definición que 
estudiaremos estarán constituidos por las partes del plano limitadas 
por unas líneas. La línea que limita el dominio dado se llama frontera 
de este dominio. Los puntos del dominio que no pertenecen a la 
frontern se Haman puntos intertores del dominio. Todo dominio 
integrado solamente de puntos interiores se Uama dominio abierlo. 











270 


Funeionet áe varias variableM 


Un dominio que incluye también los puntos de la frontera se llama 
dominio cerrado. # 

El dominio se llama acotado , si existe una magnitud constante C 
tal que la distancia entre todo punto M del dominio y el origen de 
coordenadas sea menor que C : | OM | < C. 

Ejemplo 5. Hallar el dominio natural de definición de la (unción 
, 2 -2x—y. 

La oxprosión analítica 2x — y tieno sontido para todos los valores de s c y. Por 
consiguicnte, ol dommio natural de definición de eata lunción coincide con todo 
el .plano Ozy. 

Ejemplo 6. 

Para quo x tcnga un valor real es preciao quo el número &ubradical no eoa 
negativo, es dccir, z o v deben satisfacer a la desigualdad: 

l_ z a_ w í>0 ó 1. 

Todos los puntos M (*, y), cuyas coordenadas aatisfacen a la desigualdad 



indicada se aitúan dentro del círculo de radio 1 y centrtf ubicado en el origen 
de coordonanadas, así como en la frontera do estc circulo. 

Ejemplo 7. 

*—ln(*+V)- 


Como los logaritmos están doterminados sólo para los números posítivos, 
dobe existir obligatoriamente ln desigualdad: 

>0 ó y > — 


E1 dominio natural de dcfinición de la función 3 cs por consiguiente, 
cl semiplano sítuado por arriba do la recta y = — *, excluyendo la propia 
rocta (fig. 1G5). r 

Ejemplo 8. El árca S de un triángulo es una íuncióndc la base x y la altu- 


ra y\ 


fíepreseníaclón gcomílrlca de una /uneión de dos variables 


m 


E1 dominio do doíinición do estn función, es evidentomcnte el dominio 
x > 0, p > 0 (puesto que la baso y la altura del triánitulo puoden ser exprosudas 
solamonte por núraeros positivos). Notomos, quo el dominio do doíinición 
de la iunción examinada no coincíde con el dominio natural de dofinición 
do la oxpresión analftica, quo determina a esta función, puesto que el dominio 

natural de definición de la expresión ocupa, evidentemente, todo el plano Ozy. 

La definición de función de dos variables, puede cxtenderse fácil- 
mente al caso de tres y más variables. 

Deflnición 3. Si a todo conjunto estudiado de valores de las 
variables *, y, z, . . ., a, t corresponde un valor determinado de la 
variable w, entonces esta última es / unción de las variables tndepen- 
dientes x, y, z, . . ., u, t, es decir: w = F (*, y, z, . . u, t) o w = 
~ t (*. y, *, • . u, t), etc. 

Análogamente al caso de una función de dos variables, oxiste el 
dominío de definlción de ia función do tres, cuatro y más variables. 

Por ejemplo, el dominio de definición de una función de tres 
variables es un conjunto de ternas de números (*, y, z). 

Observemos que cada terna de números define un punto M (*, y, z) 
en el espacio Oxyz. Por tanto, el dominio de definición de una fún- 
ción de tres variabies es un cierto conjunto de puntos cn el espacio. 

De manera análoga se pucde determin&r el dominio de dífinición 
de una función de cuatro variables u = / {*, y, z, t ), como un 
sistcma de los conjuntos de cuatro números (*, y, z. t). 

Sin embargo, es imposible dar una simple determinación geomé- 
trica dei dominio de definición de la función de cuatro o mayor 
cantidad de variables. 

La función de tres variables analixada en ol ejemplo 2, está 
definida para todos ios valores de *, y, z. La función de cuatro varia- 
bles está analízada en el ejemplo 4. 

Ejemplo 9. 

»=■ V¿ —x ! —!/ J —s»—u». 

Aqui, m os ona función de cuatro vartablcs x, y, t, u, dafinida para los 
valorcs de las variablea quo satisfacen a ia correlaclón: 

1 — X>_ |f ! — J ! —u ! >0. 

§ 2. REPRESENTACION GEOMETRICA DE UNA FUNCION 
DE DOS VAHIABI.ES 

Sea la función: 

*=/(*. If). (f) 

definida en el dominio G del plano Oxy (este dominio puede ocupar, 
en particular, todo el plano), y Oxyz, un sistema de coordenadas 
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cartesianas en el espacio (fig. 166). En cada puato (*, y) del domi- 
nio G levantemos nna perpendicular al plano Oxy y marquemos en 
ésta un scgmcnto igual a / (*, y). Asi obtenemos en el espacio un 
punto P do coordenadas x, y, z — / (x, y). 

E1 lugar geométrico de los puntos P, cuyas coordenadas satisfa- 
cen a la ecuación (1), se llama gráfica de la funcién de dos variablcs. 

Del curso de Geometría analitica sabemos que la ecuación (1) 
determina una supcrficie en el espacio. Así la gráfica de una función 



Flg. 166 



Fig. 167 


de dos variables es una superficie cuya proyección sobre el plano 
Oxy, es el dominio de definición de esta función. Cada perpendicular 
al plano Oxy corta la superficie z — f (x, y) no más que en un solo 
punto. 

EJemplo. Por ln Goometria onalitico sabemos que ia gráfica do la función 
* “ ** + y 1 es un parabotoide de rovolución (fig. 167). 

Observación. Es imposible dar la representación geométrica en 
el espacio de la gráfica de una función de tres o más variables. 

« 3. INCREMENTO PARCIAL Y TOTAL DE LA EUNCION 

Examinemos la curva PS de intersección de la superficíe 

* = /(*. v) 

con el plano y = const, paralelo al plano Oxz (fig. 168). 

Puesto que y es constante en todos los puntos del plano indicado, 
z variará a lo largo de la curva PS sólo en función de x. Demos a la 
variable independiente x un incremento Ax, entonces el incremento 
correspondiento de z recibirá el nombre de íncremenio parctal de z 
respecto a x que designemos con el simbolo A x z (el segmento SS' en 
la figura 168), asi que: 

A** = / (* + A*, y) — / (x, y). (1) 

Análogamente, si x es constante y damos a r/ un incremento A y, el 
incremento correspondiente de z recibirá el norabre de incremento 



Incremento parcial y total de la funclón 


273 


parcial dc i respecto a y que designemos con el símbolo A„s (el seg- 
mento TT en la figura 168): 

A„z = / (x, y + Ají) — (/ (x, y). (2) 

La función recibe el incremento A„c <a lo largo de la curva» de 
intersección de la superficie z — f (z, y) con el plano x = const, 
paraielo al plano Oyz. 

Por último, 8¡ damos simultáneamente un incremento Ax a la 
variable x y un incremento A y a la variablo y obtenemos el incre- 



mento correspondiente de z, A z, que se llama incremento total de la 
función z y que se determina por la fórmula: 

Ax = / (x + Ax, y + Ay) — f (x, p). (3) 

E1 incremento A z está representado por el segmento QQ' en la 
figura 168. 

Notemos que, en general, el incremento total no es igual a la 
suma de incrementos parciales, es decir, Az + A x z + A„z. 

Ejemplo: 

=* (ac -J- Aar) y— =» yAar, 

■» x (y -f- A y) — xy =* xAy. 

A*=(*4- At) (y-f Ay)— xy ==» yAx-¿ xAy -f AxAy. 

Pnra x—i, y=2. Axx=0,2, Ay=0,3, tenemos: A*; = 0,4, A„S'-0,3, 
A* = 0,76. 

De manera semejante se determinan los incrementos parciales 
y total de la función de cualquier número de variables. Así, para 
una función de tres variables u — j {x, y , t) tenemos: 

A*u = } (x + Ax, y, t) — / (x, y, t), 

A„u = / (x, y + A y, t) — f (x, y, t), 

A,u = / (x, y, t + Ai) — / (x, y, 1), 

Au = / (x + Ax, y + Ay, t + Aí) — / (x, p, t). 


18 SÜM 
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$ 4. CONTINUIDAD DE LA FUNCION DK VARIAS VARIABLES 

Introduzcamos un concepto auxiliar muy importante, que es la 
vecindad de un punto dado. 

Se Uama vecindad del punto ,1/ c (*o, yo) de radio r al 
co njunto de todos los puntos (x, y), qne satisfacen a la designaldad: 
]/"(* — xcY -r (y — yo) 2 < r, es decir, el conjunto de todos los 



puntos que se encuentran dentro de un circulo de centro M¡¡ (x 0 , y 0 ) 
y radio r. 

Cuando decimos que la función / (x, y) tiene cierta propiedad 
«cerca del punto (x 0 , y 0 )>, o «en la vecindad del punto (x 0 , y 0 )>, esto 
significa que existe un circulo de centro en el punto (r 0 , y 0 ) de tal 
manera que en todoa los puntos del mismo se cumple la propiedad 
dada de la función. 

Antes de pasar al estudio de la conlinuidad de una función de 
varias variables, examinemos el concopto de limite de la funcióo 
le varias variabíes*). Sca dada la función: 

* = /(*. y). 

defínida en un cicrto dominio G del plano Oxy. 

Examinemos cierto punto M<, (j: 0 , y 0 ) quo se encuentra en el 
interior, o en la frontera del dominio G (fig. 169). 

Deflnición 1. Si para todo número e>0, existe un número r > 0 
tal que para todos los puntos M (x, y), cuando c ada p unto M (x, y) 
tiende a Af 0 (x 0 , y 0 ), se cumple la desigualdad MM„ <r, entonces 
el número A se llama límlte de la función / ( x , y) y tiene lugar la 
desigualdad: 

I / (*. y) — -4 I < s- 


•) En adclantQ estudiaremos, principalmente, las funcioncs de dos vario- 
bles. puesto que el oxamen de las iuncionea de tres y más variables no agrega 
ningún elemento nuevo y sólo dificulta adícionatmcnte el problema dcsdc el 
punto de vista práctico. 
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Si el itúmero A es el límite de la fnnción / (*, y) cuando 
M (x, y) -*- M 0 (*o, yo), se escribe: 

lim /(*, y) = A. 

* —*• 

» -* H 

Oefinicién 2. Soa M a (* 0 , f/ 0 ) el punto que pertenece al dominio 
de definición de la función / (x, y). Se dice que la función s = / (*, y) 
ea continua en el punto M a (*o. ío), si so cumple la igualdad: 

üm /(*, y)—f(x 0 . y c ). (f) 

x^ar 0 

U — U9 

cuando el punto M (x, y) tiende arbitrariamente al punto fa, y 4 ), 
permaneciendo en el intorior del dominio de definición de la función. 

Sí ponemos x « Ax, y = y 0 + Ay, entonces la ecua- 
ción (1) se puede escríbir así: 

lím /(*,+A*. Po+ A») =/(*«, Po) (l') 

6.X -* 0 
A|r ■* 0 

Ó 

lím {/ (* 0 + A*. y 0 + Ap) — / (*fl, ¡To)J = 0. (1") 

Ax -*■ 0 
A|/ 0 

Ponemos Ap — V (A*) a -r- (Ay)‘ (véase fiy. 168). Cuando 
A* 0 y Ay -*• 0, Ap 0; reciprocamente, s¡ Ap -*• 0, entoncea 
A* 0 y Ay -*- 0. 

La expresión encerrada entre corehetes en la igualdad (1*) es el 
incremento total Az de la fuución 2 . Por consigniente, se puede 
escribir la igualdad (1*) en la forma: 

lím Aí = 0. <1") 

00 -* 0 

Una función, continua en cada punto de un cierto dominio, se 
Uama continua en este domlnlo. 

Si la condición (1) no se cumple en cierto punto N (* 0 , y 0 ) óste 
se llama punto de discontinuidad de ia función z = / (*, y). Demos 
algunos ejempios en que la condición (l') no se cumple: 1) 2 = 
“ / (*. y) está definida en todos los puntos de cierta vecindad del 
punto N (*„, y 0 ), excepto el mismo punto N (* 0 , y„); 2) la función 
*“/(*. V ) está definida en todos los puntos de una vecindad del 
punto N (*o, y 0 ), pero no existe el límite lim / (*, y); 

i-*»o 

U-+V0 

3) la función está definida ep todos ios puntos de la vecindad 
N (*o, y 0 ) y existe ol limite: lím / (*, y), 

*-*»» 


18 * 
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poro 

lím /(x, y)^f( x<tl yj. 

X~+ Xt 

V -*■ V* 

EJemplo 1. La funcjón 

*-*•+»* 

ea contínua para toilos los valores dc x c y, es decir, en cada punto dcl plano Oxy. 
En efecto, cualesquiera que sean loa números x e y, Áx y A y, tencmoa: 

Ai = f (z -f A*)* + (y + Ap)*J — (z 2 + y*| = 2xAz -f 2p Ap -f A* 2 4- Aj/ a , 
por tanto, 

lím Ar=0. 

A*-0 

Demos ahora un ejemplo.de la función discontinua. 

EJempIo 2. La función 



está deíinida cn todos los puntos, excepto cn el punto x = 0, y = 0 (fiff. 170, 171). 

Examinemos loa vnlores quo toma t en los puntos situados sonrc la recta 
y a kx (* = const). Es evidente que para todos los puntos de la recta: 

2frx* 2 k 

* = 1*+MiT “ ThEC =*« ,nst - 

os docjr, sobro cada recta que nasa por el oriffen dc coordenadas, I» función 
t tiene un valor constante, que depende del coeticiente angular k de esta rocta. 



Ftg. 170 Fig. 171 


Por eso el valor limito de la función i depondo dol camiao quo recorra el puhto 
(x, y) Cuando este punto (x, u) on el plano Oxy tiende al origen de coordonadas, 
lo'que significa quo la funcion / (x, y) no tiene límite. Porconsiguiente, la fun- 
cióa es dlscontiaua ea esto punto. No se puede hacer una detenninación adicional 
do osta función en ol origen do coordenadas para convertirla en continua. 
Es fácil ver, por otra parte, que en todos los demás puntos esta funcíón es con- 
tinua. 
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Indiquemos sin demostración algimas importantes propiedades de 
la ftxnción de varías variables, continua en el dominio cerrado 
y acotado. Estas propiedades son semejantes a las de la íunción de 
una variable y continua en el segmento (véase § 10, cap. II). 

Propiedad 1. Si una función / (*, y, . . .) está definida y es 
continua en el dominio D cerrado acotado, entonces en este dominio 
existe por lo menos un- punto N (* 0 , Po. •• ■) tal, que para todos 
los demás puntos del dominio se cumpla la correlacién: 

/ (sto. üo, ...)>/ (*, y, .. .). 

y existe por lo menos un punto Ñ (x 0 , y„) tal que para todos los 
demás puntos del dominio se cumpla la correlación: 

/(*o. h, ■■■)<}(*. y, ■ ■ ■)■ 

E1 valor do la función / (* 0 , y 0 , ...)*= M se llama valor máximo 
y / (* 0 , y 0 ,...)=» m se Ilama valor mínimo de la función/ (*, y, ...) 
en el dominio D. Esa propiedad también'so puede formular de otro 
modo. Una función continua en un domínio D cerrado y acotado 
alcanza por lo menos una vezel valor máximo M y una vez el valor 
minimo m. 

Propiedad 2. Si una función / (z, y, . . .) es continua en un 
dominio D cerrado y acotado, siendo M y m los valores máximo 
y minimo de la función en el dominío mencionado, entonces para 
cualquier número |i, que satisface a la condición m < p ■< M, 
existirá en cl dominio un punto N* (* 0 *, y 0 *, . . .) tal que se cum- 
pla la igualdad: 

1(4 y'e, ...) = p. 

Corolario de Ja propiedad 2. 

Si la función / (x, y, . . .) ea continua en un dominio cerrado 
y acotado y toma valores laDto positivos como negativos, existi- 
rán en el interíor del dominio unos puntos tales en los que la función 
/ (z, se anula. 

§ 5. DERIVADAS PARCIALES DE LA FUNCION DE VARIAS 
VARIABLES 

Definición. £1 líznite de la razón del incremento parcial 
A x z respecto a x , en relación al incremento Ax, cuando A^ tiende 
a cero se llama derivada parcial respecto a x de la función z =* 

= f (*, y). 
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La derivada parcial reapecto a z de la funcióñ z — f (x, y) se 
designa por uno de los símbolos siguientes: 


fx(x, y); 


dz ' 
dx' 


dx 


De tal modo, según la definición: 

* íim Ai= íim t <?+**. y)-n*. y), 

° x u-*i ii t.x ■» o Az 


Análogamente, 1« derivada parcial respecto a y de la función 
z =5 / (x, y) ae determina como el límite de la razón del incremento 
parcial de ía función A„z reapecto a y, en relación al incremento Ay, 
cuando &y tiende a cero. La derivada parcial reapecto ajse designa 
por uno de los símboloa siguientes: 


t 


»■ 


,. 9z . 9f 

dV' dy 


Asi, 


di .. á„z 
— = lim —a— 
vy 4» -» o Ag 


Hm / ( J . V -h A¡/) - /(x, y) 
av -► o Ay 


Observemos que se calcula manteniéndose y invariable 

y A u z, manteniéndose x invariable; se llama derivada parcial de la 
función z = / (j, y), respecío a x, a la derívada de esta funcion respec- 
to a x, calculada en la suposición de que y es constante. Se llama 
derivada parcial de la funcíón z =* / (x, y), respecto ay, a la derivada 
de esta función respecto a y, calculada en la suposición de que x es 
constante. 

De la definición formulada se deduce que las reglas para calcular 
las derivadas parcíalos son las mísmas que se utilizan para calcular 
la derivada de las funciones de una variable; es preciso, soíamente, 
tener en cuenta, respecto a quó variable se busca la derivada. 

Ejemplo 1. Hallar las derívadas parcialos y -|j- do la función 
s = aen y. 

Solncíóo. 

-^-=2xs©n y; -^- = x*co8y. 
dx dy 

Ejemplo 2. 
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Las derivadas parciales de una íunción de cualquier número 
de variables se hallen de manera análoga. Por ejemplo, ai tenemos 
la función u de cuatro variables x, y , r, t; 

u « / (*, y, *, t), 

entonces: 

fcf^ Jím /(*+&*, y. *, <)~/(g, y, z, <) 

A*-*0 Az 


5 f = lím /(g, y-f Ay, «, 0— f(z, y, z, t) 
dy aj/ — o Ay 


Ejcmplo 3. 


■jj—>2*+ a»; 


5u * du . 

—-2,; -^-3*«*; -j¡—> 


| 6. INTERPRETACION GEOMETRICA 
DE LAS DERIVADAS PARCULES 
DE UNA FUNCION DE DOS VARIABLES 


Soa 


' / (*. V) 


una ecuación de la auperficie repieaontada en la figura 172. 

Tracemos el plano x — conat. La intersección de este plano 
con la auperficie determina ia curva PT. Gxaminemos en el plano 
Oxy un punto M (x, y) para x dado. A1 punto M le corresponde el 
punto P (x, y, z), de la euperficie z = ) (x, y). Manteniendo x inva- 
riable, demoa a la variable y un incremento A y = MN = PT'• 
La función * recibirá el incremento A„z = TT' [al punto N (x, y -f 
+ Ap) corresponde el punto T (x, y + A y, z + A,*) de la super- 
ficie 2 = / (x, p)|. 

La razón — es igual a la tangente dei ángulo formado por la 
tecanle PT con la dirección positiva del eje Oy: 


Ai = tg TPT. 

Ap 

Por consiguiente, el ümite: 

iim Ai=Ü 
a»—o A y dy 
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es igual a la tangente del ángulo p formado por la llnea tangente PB 
a la curva PT en el punto P con dirección poaitiva del eje Oy: 



Por tanto, el valor numérico de la derivada parcial 


fe 

dy 


es igual 



a la tangontedel ángulode inclinación de la línea tangente a la curva 
definida por la intersección de la superficie z =» f (x, y) con el pla- 
no x <=v const. 

dz 

De modo semejanteel valor numérico de la derivada parcial — 

es igual a la tangente del ángulo a forniado por la línea tangente 
a la curva definida por la intereección de la superficie z — f (x, y ) 
con el plano y = const. 


s 7. INCREMENTO TOTAL Y DIEERENCIAl TOTAL 

Según la definición de incremento total de la función i — f (x, y), 
tenemos (§ 3, cap. VIII): 

\s - f (x -|- Ax, y + Ap) — / (x, y). (1) 

Supongamos que la función / (x, p) tiene derivadas parciales 
continuas en el punto estudiado (x, y). 

Expresemos Az mediante las dcrivadas parciales. Sumando 
/ (x, y + \y) al segundo miembro de la ecuación (1) y restando 
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esta expresión, tenemos: 

Aí = |/(i + Ai, !/ + Ai — v +Ay)| + |/(x, y + Av)—/(*, »)l- (2) 
E1 segundo sumando, 

f (x, y + Ap) — / (x, y), 

comprendido entre corchetes, puede considerarse como la diferen- 
cia entre dos valores do una función de una sola variable y (el valor 
de x permanece constante). Aplicando el teorema de Lagrange a esta 
diferencia, tenemos 

/(x, y + A y)—/(x, y) — &y - - . (3) 

áy 

dondc y está comprendida entro y e y -f Ay. 

Del mismo modo, el primer sumando de la ecuación (2) puede 
ser considerado coino ia diferencia entre dos valores de una función 
de una sola variable x (el segundo argumcnto permanece constante 
e igual a y r Ay). Aplicando a esta diferencia el teorema de 
Lagrange, tenemos: 

/(x + A JC, y + A;/) — / (x, y + Ay) = Ax ■. (4) 


donde ,r está comprendida entre 


x y x + Ax. 


Introduciendo las expresiones (3) y (4) en la ocuación (2), obte- 
nemos: 


Az = /Vr 


'>/ Ú. y + Ay) 


-f A y 


ofu, y) 

dy 


(5) 


Según la hipútesis, las derivadas parciulcs son conlinuas, de dotide: 

l¡ m rf/(i. y + Aj/) _ óf(x, y) 
a* • o ftr 

AW -* 0 /gv 

jim . '*/(■»•■ y) _ ri¡ (X. y) 

A»—0 dl/ fÍM 

A« * 0 

pueslo que x e y están comprendidas primero entre x y x + A.r, 
y segundo, entrc y e y | A y, cntonces x e y tienden a x e y, respecti- 
vamente, cuando Aj* -► 0 y A y 0. Por c-onsiguiente se puede 
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oscribir las ecuaciones (6) en la forma: 

df (x , y- f- Ay) d/ (x, y) 


dx 

df(*. y) 


dx 

df(x, y) 


dy 


+ Yi. 


+ Yi. 


( 6 *) 


donde las magnitudes yi y Y* tienden a cero, cuando Aiy A y tiendeu 
a cero (es decir, cuando Ap = V Ax* + A y x -*• 0). 

En virtud de las igualdades (6') la expresión (5) toraará la forma: 


Ai = 


df(x, y) 


dx 


A* + 


df(x, y) 
dy 


Ay + Yi Ax + Yz Ay. 


(5) 


La suma de los dos últimos términos del seguudo raie mbro es una 
infinitesimal de orden superior con relación a Ap = Y Ax 1 4- Ay*. 

-*■ 0 para Ap -► 0 
Ap 


En efecto, la razón 


infinitesiraal, y una magnitud acotada 
Ap 


puesto que Yt 89 una 

Axl 

Apj 


(ia<*)- 


De modo 


seuiejante se comprueba que 


Y zAy 
Ap 


-* 0 . 


La suraa de los dos primeros términos es una cxprcsión lineal 
respecto a Ax y Ay. Cuando f ' x (x, y) 0 y f u (x, y) 0, esta expre- 
sióu es la parte principal del incremento, diferenciándose de Az 
en una infinitesiraal de orden superior con relación a 


Ap = V Ax*-f Ay 2 . 


Dcfinición. La función z = / (x, y), se llama dcrivabU en el pun - 
to dado (x, y), si su incremento total (A ¥ z) en este punto puede ser 
presentado en forma de una suma de dos términos entre los cuales el 
primero es una expresión lineal respecto a Ax y Ay, y el segundo, 
tina infinitesimal de orden superior con relación a Ap. La parte 
lineal del incremento se llama diferencial total y se designa por el 
simbolo dz o df. 

De la igualdad (5') se deduce que, si la función / (x, y) tiene 
derivadas parciales continuas en el punto dado, entonces la función 
es derivable en este punto y su diferencial total es 


dz = f x (x, y) Ax -f- /; (x, y) A y. 
Podemos escribir la igualdad (5') en la forma: 

A z = dz + YiAx + y 2 Ay, 
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y con la precisión de hast ainfinitesimales de orden superior con rela- 
ción a Ap se puede escribir la siguiente igualdad aproximada : 

A z « dz. 

Los incrementos Ax y A y de las variables independientesse llaman 
diferenciales de las variables independientes x e y y se designan 
respectivamente por dx y dy. Entonces, la expresión de la diferen- 
cinl total toma la forma: 


dz — dx -f dy. 
dx Oy 

Por consiguiente, si lu función z — f (x, y) tione las derivadas 
parciales continuas, ésta es derivable en el punto {x, y) y su dife- 
rencial total es igual a la suma de los productos de Ins derivadas 



— x —H 
rtg. 173) 


\áxáy 

yAx 

J* 


puiviales, multiplicadas por las diferenciales de las variablcs 
independientes correspondientes. 

hjt inplo 1. Hall.tr la (lifereiiciul totnl y el Ínorctnenlo total de lu funcion 
x — jy en el punto (2: 3). puru Ax = 0.1, ,\y 0.2. 

Solución. 

A;=tx-|-óx) (y-f-Ay) —xy -pAx-f xÁy , Ax Ay, 

Oz 

dz = —dx + — dy^ y dx f-xdy-yAx x\y. 

Por conaiguienle, 

Ax -3»0,1-J-2-0,20,10,2—0,72. 
dz- 3-0,1 |-2*0,2 «0,7. 

Lu figuru 173 ilustru csto ejemplo 1. 

Los razonamienlos y definiciones anteriores pueden extenderse, 
de inodo correspondiente, a las funciones de cualquier númcro de 
argumentos. 
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Sea w = f (x, y, z, u, . . /), una función de cualquier número 

de variables en la que todas las derivadas parciales ,. . .« — 

dx dy ot 

son continuas en el punto (x, y, z, u, . . t), la expresión: 

dw = dx -f —— dy -f- —— dz -f ... -f dt 
dx dy dz dt 

será la parte principal dcl incremento lotal de Ia función y se lla- 
mará diferencial total. Del modo semejante que en el caso de una 
función de dog variables se puede dcmostrar que la diferencia 
A w — dw es una infinitesimal de orden superior con relación 

a K(Ax)* + (V) + • • • + (Aí) ! . 

Ejeinplo 2. Hallar la difercncial total dt> ia función u - e jr,+v * sen 1 x, 
de trea variablf» x, y, x. 

Solución. Obacrvando quc las dcrivadas parcialcs 

_ f **» v*2j sfin 9 
dx 

# .n-fv*2y spn a j 
dy 

«= sen 2 cos r - r' a 1,1 sen 2s 

dz 

soii continuas para lodus los valores do x, y. tencmos: 

du = dx ; dy dz - e x * +l/t (2x sen- : dx -\-2y sen* : dy -f-sen 2: dz). 

ox oy óz 


§ 8. APLICACION DE LA DII'KIICNCIAL TOTAL 
PAHA CALCVWS APROXIMADOS 

Supongainos quc la función z =-/ (x, y) es derivablo en el punlo 
(x, y). Hallamos el incremenlo total de esta función: 

Az = / (z + Ax, y + Ap) — / (x, y), 

de donde: 

/ (x -f Ax, y + Ay) — f (x , y) -f Az. (f) 

Tenemos ya la fórmula aproximada: 

Az « dz (2) 

d.I 


donde: 


01 
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SusliLuyendo A z en la fórmula (1) por la expresión desarrollada 
para dz , obtenemos la fórmula aproximada: 

/(x+Ax, »+Ay)«/(x, g)+ 91 y) Ax + — v) - Ay. (4) 

dx dy 

en la que el error se expresa en unas infinitesiniales de orden supe- 
rior respecto a Ax y A y. 

Mostremos cómo se usan las fórmulas (2) y (4) para realizar 
cálculos aproximados. 

rroblema. Calculur cl volumon inatorial nocosario para fabricur un vaso 
cilíndrico de Ium dimonsíones siguientes (fig. 174): 

radio inlerior dci cilindro. H ; 
altura interior dcl cilindro, //; 
espcsor dc las paredcs y dcl fondo dul vaso, k. 



i ' 1 


Fig. /74 


Soiución. Dcrnos dos .*o<lucioncs dol probleina: la oxacta y la aproximada 

a) Solución exacta. L'l volumcn buscado v os igual a la difcrcncia cntrc 
los volúracncs de los cilindros oxterior e interior. Como el radio del cilindro 
oxterior cs fí -f k. y la altura es // 4* k, tenemos: 

V n (R 4- *)* (// 4* *)—ji/W/. 
ó 

«* - n (2H//k 4- //** 4- 7/Ar* - 2//** 4- **). (5) 

b) Solución aproximada. Designomos nor / el volumcn del cilindro interior; 
cntmices. / — nR 9 //. Est« i"» una funciún de dos variablos. fí y //. Si aumenta- 
mos en k las mngniludos H y //. la funciún / recibirá ul increraento A/, cl cua) 
constityue el volumon buscado o, es docir, v A/. 

En virtud dt* la oxprcsión (I), tonemos una igualdad uproximada: 
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Pucsto que 

-2L~2xRH, -j^- = nfl*. Afl = A H=k, 

tenemos: 

i>«*«(2/l//x-f/Wk). (6) 

Comparando los resultados (5) y (6) vemos que éstos sc diferencian cn una 
magnitud n (Hk % 4* 2/ÍJfc* -f k*), compuesla solamente por términos que con- 
tienen k al cuadrado y al cubo. 

Apliquemos estas fórmulas en los ejemplos numéricos. 

Sean R = 4 cm. H =- 20 cm. k = 0,1 cro. Aplicando (5), obtenemos el volu- 
men exacto: 

o = n(2 4 20 0,1+ 4* 0.14-20 0,l*-f 2-4 0.1* f 0.1*) 17.881«. 

Aplicando (6), obtenemos el volumen aproximado: 

v«n(2-4.20-0 t 1 + 4*-0.1)«= 17,6n. 

Por consiguiente. mediante la íórmula aproximada (6) obtenemos uua 
rcspuesta con un error inferior a 0,3n, lo quo constituye 100 ^ - '^^^ *ó, es dccir, 
menos del 2*ti dd valor medido. 

I 9. UTILIZACION DE LA DIFERENCIAL 
PARA EVALUAR EL ERROR DE CALCULO 

Sea u = / (x, y, z, .... /), una función de las variables x, y, 
z. i. 

Supongamos que la evaluación de los valores numéricos de las magni- 
tudes x, y, z, . . ., / se hace con cierto error correspondiente a Ax, 
Ai/, . . ., A t. Kn este caso, el valor de u, calculado a base de los 
valores aproximados de los argumentos, será también determinado 
con cierto error Au 

Au = / (ar-f Ax,y-f Ay, . . z-f Az, /f Aí) — / (x,y, z, .. ., /). 

Cuando los errores Ax, Ay, . . A/ son conocidos, podemos 
evaluar también el error Au. 

Siendo los valores absolutos de las magnitudes Ax, Ay, . . . 
.... A/, suficientemente pequeños podemos sustituir el incremento 
total por la diferencial total y obtencr la igualdad aproximada: 

Au « Ax -f —Ay -f ... -f —— A/. 
dx dy di 

Aquí los valores de derivadas parciales y errores de los argu- 
mentos pueden ser tanto positivos como negativos. 

Sustituyéndolos por los valores absolutos, obtenemos la des- 
igualdad: 

l A “l<|-r-¡l A*l + |-^-|l Atfl+ ... + | ¡ I Af |. (1) 

\ dx \ \ dy \ I dt I 
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Designando por | A*x |, | |, . . | A *u | los errore* 

absolutos máximos de )as magnitudes correspondientes (límite* 
de los valores absolutos de los errores) se puede. evidentemente, 
admitir: 


iL 

1 a‘t| + a ' 

ftr 



|A # .v| + 


+ 




(2> 


Ejemplos 

1. Sea: w=.r + j/-f-x, enlonces: 

| A*« J -=| A*x | +j | -r J A*z |. 

2. Sea: «»*— y, entouces: 

3. Sea: u = rntoncex: 

|A*,<| = |x| | A*ií | -H*l |AV|. 


4. Sea: u =—, entonces: 

V 

| A*u | — | 11 A*r | I 


hx l A, »t = 


UHA # >1-f |x|l A»y'[ 


5. Sean la hipotenusa « y ri catcto n <k*l triángulo rectangiilo ABC deter* 
minudo.s con los errores ábaolvtoa BÚÍMR j | » 0.2; | A*a | O.j. 
Tenemos c = 75 y o = 32 respectivaniente. Deteiniinar el ñngulo A por la fór- 

mula sen A=— y e) error absoluto máximo ) A/t ), al calcular el ángulo A. 
c 

Solución. Sen .t = — .1 urcsen — ; por lanlo: 

c c 

ri.l ^ t dA _ a 

da y Óc e y c *—a* 

Sogún la formula (2), tenemos: 


ÍA/l| 


• 0 .I+- 


V(75)»-(32)* ' 75 V(75)*-<:«)* 

c- 0,00275 ratli ,nes= 9*38“. 


•U.2 


De lal roodo: 


32 

A arcsen • 




6. Determinado el catoto 6= 121,50 m y el ángulo A 25°21'4U" dr 
un triángulo rectángulo ABC; luserrores ahsolulos máximoscometidosen el curso 
de la evaluación dc estas magnitudcs 9on respeclivamrnle | A *b ) = 0,05 iii 

y ! | - 12 ". 

Detenninar el error absoluto máximo cometido en el cálculo del catc- 
to a por la fórmula a = btgA . 
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Sohición: Según la fórmula (2): 

| AM | = | Ig A 11 4*í, ¡ +J±L- J A* A |. 

Sustituycndo los valores corrcspondicntcs (y cxprcsando | | cn radia- 

ii ca). tenemos: 


1 A*a | 1*25*21'40*.0,05+ 


I2í ,5<> 


cos* 25 u 21 '40" 206 265 


0,0237 +0,0087 0,0324 . 


La razón del crror Ax de cicrta niagniLud rcapecto al valor 
aproximado de x se llama error relatiro de eala magnitud. I )esisrnc'*- 
moslo por 6x: 




x 


La razón dei crror absoluto máximo respeclo aí valor absoluto 
de x se llama error relativo máximo de ln magnitud x y se designa 
por |ó*z J: 



(3) 


I'ara evaluar el error relativo máximo de la función u, divida- 
mos los miembros de la igualdad (2) por |« | — | / (x, y, z, . . t) \ 
i-espectivamente: 




iL 



0f 

Oi | 

T1 

|A**| + ! 

oy 

1 

|A*!r|+ .. 

•• + 

ot 

/ 


Pero, 


jl 

dx ü i i /1 

~r-r x laUh 


of 


Qy 

f 



£L 

ot_ 

f 



Por consiifuiente la igualdad (3) se puede cscribir en la forma: 


!«•“(- F z ,Dtn 


|d*x|+|-ln|/| |A*jr| + ... 


... + -f-l„|/| I A*í|- (5) 

at 


o, más brevemente: 


\b'u j = A*In I/ | . 


( 6 ) 
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Do las fórmulas (3) y (5) se deduce que el error relativo máximo 
de una función es igual al error absoluto máximo dei logaritmo de 
esta función. 

De Ia fórmula (6) obtcnemos las reglas utilizadas en los cálcu- 
los aproximados. 

1. Sea u = xy. Utilizando los resultados del ejemplo 3, tenemos: 


16’u | = 


l»ll &*x| , 
l*¡/l 


L?.llA*y| + [^jü_|6*n + |6* 

\*y\ 1*1 lül 


es decir, el error relativo máximo de un producto es igual a la suma 
de los errores relativos máximos de los factores. 


2. Sea u=—. utilizando los resultados del ejemplo 4, tenemos: 
V 

16*u | = 16*r | +16*p |. 


Ubscrvación: Del ejemplo 2 se deduce que si u = x — y, tenemos: 

|6*u|- |A| + |A > 1 . 

I* —!fl 

Si los valores de x e y son cercanos entre sí puede ocurrir que 
[ ó*u | sea muy grande en comparación con la magnitud buscada 
x — y. Esta circunstancia debe tcnerse en cnenta durante los 
cálculos. 


Ejemplo 7. E1 poriodo do oscilación de un péndulo es 



donde: l es el largo del péndulo; g, la aceloración debida a la fuerza degravedad. 

Calcularel orror rolativo dola delerminación do 7* por la fórmula enunciada, 
ponicndo: n « 3,14 (con la procisión do hasta 0,005), / tra (con la 

procisión do hasta O.Olm). g=9,8 m/seg* (con la prccisión liasta de 0,02 m/seg’). 
Solución: El error relativo máximo según la fónnula (6) será: 

| 0*7’ | ■* | A* ln T |. 

Pero, 

In7*=ln24-lnn-f^- ln I —ylng. 


I 


Calculemos |A* ln T |. Teniendo en cuenta que: n tss 3, 14, A*n = 0,005, 
1 m, A•/ = 0,01 m, g = 9,8 m/seg*, A *g — 0,02 m/seg 1 , obtenemos: 


A* ln T = 


A*n , A*i 
n + 2i 


AV 
2 g 


0,005 0,01 0,02 

3.14 2 + 2-9,8“ 


0.007B 


Asf. el error rolativo rnáximo es: 

ó*r =0,0076 = 0.76% 
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$ 10. OERIVAÜA ÜE UNA FUNCION COMPUESTA. 
DERIVADA TOTAL 

Supongamos que en la ecuación 

z = F (u, v) (1) 

u y v son funciones de las variables independientes x e y: 

u = <p (x, y); v = $ (x, y). (2) 

En este caso z es una función compuesta de las variables x e y. 
Por supuesto, se puede expresar z directamente en función de x e y 

z = F l(p (x, y), $ (x, y)|. (3) 

Ejemplu 1. Sea 

i-uV f u f I; u x* | j/ 2 ; j-l; 

•ilonces, 

i (x* + (<*♦V +1 )* + (x* + y*) -j-1. 

Suponpamos quc las derivadas parciales de las funciones 
F (u , n), <p (x, y), ^ (x, y) son continuas respectn a todos sus argu- 

mentos y calculemos y - 7 - a partir de las ecuaciones ( 1 ) y ( 2 ), 
oy ox 

sin recurrir a la igualdad (3). 

Demos al argumento x un incremento Ax, manteniendo inva- 
riable el valor de y. En virtud de la ecuacióii (2), u y v recibirán 
incrementos \ x u y respectivamente. 

Pero si u y v reciben los incrementos A x u y A x l\ la funcióii 2 — 
= F (u, v) tarnbién recibirá el incremento Az determinado por la 
fórmula (5'), § 7, cap. VIII: 

t) F íiF 

A l =- \¿u -\ - \,v + Vi \* u + Vz A,». 

du ov 


Dividamos todos los términos de esta igualdad por Ax: 

Az dF A x u QF A x r A ¡u \ x v 

- 7 — — — ——r — —— r Yi — —r Y 2 — • 

Ax du Ax dv Ax Ax Ax 


Si Ax -*• 0, también A^u ->0 y A*i; -*■ 0 (en virtud de lu con- 
tinuidad de ias funciones u y 1 ;). Pero, en este caso y, y Yz igualmen- 
te tienden a cero. Pasando al límite para Ax 0, obtenemos: 

A2 dz If _ \jfti du m íin% A x v dv 


lim -= —; lí 111 = lím 

A» -* 0 Ax dx sx -* 0 Ax dx a* — 0 Ax dx 


lím Yi = ^í lím Y 2 = 0 

A*-*0 Ax -* 0 
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y, por tanto. 


dz óF dtt ^ dF di' 

óx óu dx dv dx 


( 4 ) 


Si damos un incremcnto &y a la variable y, conservando x inva- 
riable, obtenemos análogamente: 


dz __ dF du ^ dF dv 
dy du dy dv dy 


( 4 ') 


Ejemplo 2. 

a—ln(u*-fp); u — e x * u *, p = 
di 2 u _ ds 1 _ 

du ™ u* -|- v ' dv u*fp' 

_£í._ < J r +2, it x+v ’- — = ix- — .i, 
di * dy * dx “ ' Oy 


Utilizanrio las fórmula? (4) y (4'), tcnemo?: 


ds 

dx 

ds 

dv 


2 u 

u* + u 
2u 

U 2 f V 




2y. 


x-fy* 



¡¡ ji r¡| (2«^+** + 1> . 


Las fórmiilas (4) y (4') se generalizan naturalmente para un 
mayor número de variables. 

Por ejemplo, si w = F (z, u, v, s ) es una función de cuatro argu- 
mentos z, u, v, s, y cada uno de éstos depende do x e y, las fórmu- 
las (4) y (4') toman la forma: 


dw 

dw 

óz 


Ow 

óu 

ów 

—+ 

dw 

ós 

dx 

dz 

dx 


du 

óx 

dv 

dx 

ds 

dx 

dw _ 

dw 

óz 


ów 

Óll 

ów 

— + 

ów 

ós 

dy 

dz 

dy 

i 

óu 

dy 

dv 

dy 

ós 

Oy 


S¡ la función z — F (x, y, u, v) es tal que las variables y, u, v 
dependen, a su vez, del argumento x: 

y = / (*); U = <p (x); v « t|) (x), 

entonces, z, en esencia, es función de una sola variable x, y se pue- 
de, por tanto» hallar la derivada 


19 * 
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Esta derivada se calcula por la primera de las fórmulas (5)i 
dz _dzdx dz dy dzdu dzdv . 

dx dx dx ‘ dy dx du dx do dx ' 

pero, como y, u, v no dependen más que de una sola variable x, las 
derivadas parciales correspondientes son de hecho las derivadas 
dx 

ordinarias; adomás, -j- 1, por tanto: 

ax 


dz _dz dzdy <?2 du . du 
dx Sx ’ dy dz dudx dvdx 


( 6 ) 


dz 

dx 


La última se liama fórmula para el cálculu de la derivada total 
(a dlferencla de la derivada pareial 


Ejemplo 3. 


ií-_ 2x; 

dz dy 

Sefpín Ib fúrmiita (fi) tenemos 
di d: dz dy 


X* -J- t /y, y - 

Ox 1 


dx! 


sen z, 
. d V 


2VÍ' 


------3-2x-j-— COS X x 

dx dx r dy dz 2 Vv 


2 j/sem 


§ II. DERIVAOA I)E UNA FUNCION DEFINIDA IMPUOTAMENTE 

Comencemos ol análisis de este probleina con el estudio de la 
función implícila de una sola variable*. Soa y una función de x 
definida por la ecuación 

F (x, y) = 0 


comproberaos cl teorema siguiente. 

Tcorcma. Sea y una función continua de x definida impllcltamen- 
te por la ecuación 

F (x, y) = 0 


donde F (x, y), F’ x ( x, y), F’¿ (x, y) son funciones continuas en cierto 
dominio D que contlene el punto (x, y), cuyas coordenadas satisfacen 
a la ecuaclón (1); además, en este punto F v (x, y) 0. Entonces 
la función y de x tiene la derivada: 


r x (x, 

r v (x, y) 


•) En el § 11 dol capitulo III hemo9 resuelto el problema de derivación 
de las funcionos implícitas do una variable. Ileinos oxaminndo algunos ejomplos, 
sin obtcner la formula gencral para hallar la derivada de la función implicita. 
Tampoco hemos aclaraao las condiciones de existeneia de esta derivndn. 
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Demostración. Supongamos que a un cierto valor de x correspon- 
de un valor de la función y. Aquí 

F (*. v) = o. 

Demos a la variable independiente z un incrcmento \x. La 
función y recibe el incremento Ap, es decir, al valor x 4- Ai del 
argumento le corresponde el valor y 4- Ay de la función. En virtud 
de la ecuación F (x, y) ~ 0 tenemos: 

F (x + Ax, y + Ag) = 0. 

Por tanto, 

F (x + &x, y + A y) — F (x, y) = 0. 

El primer miembro de la última igualdad que es el incremento 
total de la función de dos variables, en virtud de la fórmula (5') 
§ 7 se puede escribir 

dF dF 

F(x- 1- Ax, y + Ap) — F (x, y) = Ai 4- — Ap + y, Ai + y, Ap, 

ax dy 


donde Ti y y. tienden a cero, cuando Aí -► 0 y Aj -+ 0. Como el 
primer miembro de la última expresión es igual a coro, se puede 
escribir 


3F 0F 

-Ar -)-Ay + Yi Ar -f y. Ay = 0. 

dx dy 

Dividamos la igualdad obtcnida por Ax y calculemos ^ : 
0F 

A - Vl 

A y dx 


Ax 


OF 

Ou 


+ Vz 


Aproximemos Ax a cero. Tenicndo en cuenta que y y 4 tam- 
0F 

bién tienden a cero y que 0, obtenemos como el límite: 

dy 

OF 


y*= — 


Ox 

~0F' 


( 1 ) 


dtf 

Hemos demostrado la existencia de la derivada tfi de Ia fun- 
ción definida implicitamente y hemos obtenido la fórmula para 
calcular esta derivada. 
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Ejemplo I. La ecuacióo 

Xl f y2 — 1=0 

define y como función implicita de r. Aqui: 

rir. ir) = x« + »«-l, •^• = 2x; 

Por consiguiente, según la fórmula (1): 

dy 2x _ 

di 2y y 



Observemos que la ecuación dada di'fiiiL* dos funciones distintas Ipueslo 
que a cada valor de x en ol intervalo (—1. I) corresjionden dos valores de y]¡ 
sin embargo, el valor hallado de y x oa válido para ambas funciones. 

Klemplo 2. Sea la ccuación 


Aqui: 


rtf — e* -f xy -• 0. 


F(x.y) eV —#* fxg. 


óF 

dx 



íi'fr. 


Por tanto. sogún la fórnitila (I) obtenemos: 


dy _ — e* -f- y <*- y 

dx * v x e"--x' 


Examiuemos ahora la ecuación del tipo 

F (jr. y, :) = ü. (2) 

Si a cada par de números x e tj, perlenecientcs a cierto dominio, 
le corresponden uno o varios valores de z que satisfacen a la ecua- 
ción (2), ésta define implicitamente una o varias funciones univocas 
z de x e y. 

Por ejemplo, la ecuacióu 

- r + 2* - /f a = 0 

define implicitamente dos funciones rontinuas z de z e y, que 
pueden expresarse explicitamente, resolviendo la ecuación respecto 
a 2 ; en este easo obtenemos: 

5 - VR 1 — x 2 — y* y z^- — VW—x' — y*. 

Hallamos las derivadas parciales — y — de la funcióu impli- 
r Ox Oy 

citn 2 de x e y defiuida por la ecuación (2). 
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Para buscar , supongamos que y es constante. Por eso, pode- 
ox 

mos utilizar aquí ia fórmula (1), considerando z como una fun- 
ción de la variabie independiente x. Por tanto: 

dF 



Oz 


De modo semejante haliamos: 


dF 



dz 


Aquí es naturai suponer que 




Del mismo modo se dcfinen las funciones implícitas de cualquier 
núrnero de variables y se calculan las derivadas parciales de ias 
mismas. 


Kjemplo 3. 

dz 2j x m dz y 

~dz 2 1 ~ z ' óy ~ z 


Dorivando osta función coiuo si fuera explicila (rcsoiviendo esta ecuación 
respeclo a x), obtencmos el mbuno resultado. 


Kjemplo 4. 


Aquí 


e* \-x*y + l + 5 0. 

F (JT, y, z) = e* + xajH-í+5 f 


«« o dF a- dF 


dy 

2xy 


dz 


dz 

~óy 


Obscrvación: Todos los razonamicntos dei párrafo anterior los 
hemos realizado, suponiendo que ia ecuación F (z, y) - U define 
cierta función de una variable y = ip (i), y la ecuación F (i, y, z) = 
= 0, define cierta función de dos variables z / (z, y). Indique- 
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mos sin demostración la condición que debe satisfacer la función 
F (x, y) para quo la ecuación F ( x, y) = 0 defina la función unifor- 
me y = ip (x). 

Teorcina. Sea la función F (x, y), contlnua en la vecindad 
del punto (x fl , y 0 ) y que lenga derlvadas parciales continuas, siendo 
F’ v (x, y) 0; suponiendo también que F (x 0 , y 0 ) 0. Entonces 

existe una vecindad que comprende el punto (x 0 , y 0 ) donde la ecuación 
F (x, y) U define la función unijorme y «p (x). 

El teorema análogo so cumple también para las condiciones 
de exisloncia de la función iinplícita dcfinida por la ecuacióu 
F (x, y, z) =* 0. 

Observación. A1 deducir las reclas d« derivación do las funcin- 
nes implícitas, hemos aprovechado ias condiciones que determinan 
ia existencia de las funciones implicitas. 


12. DERIVADAS PARCIALES l»E UII F.RENTK ORDENES 

Sea s = / (x, y) una función de dos variablcs independienles. 

Las derivadas parciales — f x (x, y) y — f y (*, y) son, 

en goneral, funciones de las vnriables r e y. Por oso, éstas tambíén 
pueden tencr derivadas parciales. Por consipuicnte, las derivadas 
parciales de segundo orden de una función de dos variables, son 

cuatro , puesto quc cada una de las funcioncs — y — puode ser 

derivada tanto rcspecto a x, como rcspecto a y. 

Las dcrivadas parciales de segundo orden se designan así: 
ú*z 
dx' 

d'z 
dxdy 

d'z 


— íxx (x, \f)\ donde / se deriva sucesivamente dos veces res- 
pecto a x; 

= f’ su (x, y); donde / se derivu primero respecto a x, luego el 
resultado se derivn respecto a y; 

= f yx (x, y); dondc / se deriva primero respecto a y, lucgo 
el resultado se deriva respecto a x; 

(x, y); donde / se deriva sucesívamcnte dos veces res- 
pecto a y. 

Las derivadas de segundo orden se pucden dcrivar de nuevo, 
tanto respecto a x, como respecto a y; corao resultado obtencmos 


tíy dx 
d'z 
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derivadas de tercer orden. Es evidente que serán ocho: 

cPz (Pz d*z cPz 

dx 3 * dx 2 dy * dx dy dx' dx dif' 

d^z d*z (Pz i?z 

dydx 2 ’ dy dx dy ’ dy z Ox ’ d\f 


En general, la derivada parclal de n-ésimo orden es la prirnera 

d n z 

derivada de la derivada de (n —l)-ésimo orden. Por ejemplo, 

es derivada de n-ésimo orden. Aquí, la función z está derivada, pri- 
mero, p vcces respecto a x y luego n — p vecos respecto a y. 

De manera igual se definen las derivadas parciales de órdenes 
superiores para la función de cualquier núinero de variables. 


Kjcniplo 1. Hnllar los derivadas parciales de segundo orden do la función 
/ (x, !/) = x* y + y*. 

Solución. 


di 

dx 


2i¡,; 


¿j r a dx dy 


cftf 


-2x; - _ 

dy dy Ox 

Ejcmplo 2. Ilallar y T~T5 • a¡ 1 

r dx* dy J dy úz* 

Solución. 


x dy* * 


-£■-»*‘ x i- 2 *» 5 -' t-2»*; ¿^=2».*+«»*. 

-37= 2 »- 5¡^i = z »**+ 6 »’- 

Kjcinplo 3. Ilallar ■ - — , si u z 2 v x 

1 dx 2 úy dz 

Soluclón. 


du 

"dx~. 


a ,*,*+»*; 


?=*#**+**, 


= 2yz 2 e* 


d*u 

Ox 2 dy d: 


*4yte*+ v \ 


Es natural plantear el problema: ¿si ei rcsultado de derivación 
dc la función do varias variables depende o no del orden de deriva- 
ción respecto a distintas variables? Es decir, serian, por ejemplo, 
idénticamente iguales las derivadas: 


ó 


<ñ &t 

Ox dy óy dx 

á‘f(x, y, t ) <?*/(x, y, t) 

dx dy dt dt dx dy 
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Demos la respuesta en forma del teorema siguieute. 

Teorema. Si la función z = / (x, y) y sus derlvadas parciales f ' x , 
f v , Fxu y flx están definidas y son continuas en el punto M (x, y) como 
también en cierta vecindad de este punto, entonces en este punto: 


a*/ ?1 

dx óy Oy O t 




Demostrat'ión. Analicemos la expresióu 
A = (/ (x + At, y f- A y) — / (x + Aj, y)I — I/ (x, y 4- Ay) — 

—/(*. y)l- 

Si introducimos una función auxiliar <p (z), determinada por 
la igualdad 

tp (x) = / (x, y + Ap) — / (x, y), 
se pucde escribir A en la forma: 

A = tp (x + Ax) — <p (x). 

Según la hipótesis, f x está definida en la vecindad del punto (x, y). 
Por consiguiente, <p (-c) es derivable en el segmento (x, x d- Ax), 
y aplicando el teorema de Lagrange, obtenernos: 

A = Ax<p' (x), 

donde x está comprendida entre xy x + Ax. 

Pero, 

V' (J - ) = fx (*. U + Ay) — f x (x, y). 

Puesto que f xu está definida en la vecindad del punto (x, y), / x 
es derivable en el segmenlo |y, y -f* Agl; por eso, aplicando el teore- 
ma de Lagrangc a la diferencia oblenida (respecto a la variable y), 
tenemos: 

fx (*. y + Ay) — f x (x, y) = A yf; u (x, y), 

donde y estó comprendida entre y e y A y. 

Por tanto, la expresión primitiva para A es igual a 

A = \z \yfi u (>, !/). (1) 

Al cambiar el orden de los términos medios, obtenemos: 

A = (/ (x + \x, y + \y) — / (z, y + Aj/)I—(/ {x + Ax, y)—¡ (z, y)\. 
Introduzcamos la función auxiliar: 

f (</)=/ (* + Az, y) — I (z, y). 

Entonces: 

A = f (y + \y) — f (y). 
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Aplicando otra vez el teorema de Lagrange, tenemos: 

A - A yty (y) 

donde y está comprendida cntre y e y + A y. 

Pero, 

'l>' (?) = f, (x + At, y) — f, (x, y). 

Aplicando una vez más el teorema de Lagrange, obtenemos: 
f, t-r + A-r, y) — f, ( x, y) = Axf ux (x. y). 

donde j* está comprendida entre x y x -f Ar. 

Asi. la expresión primitiva para .1 se puede escribir en la forma: 

A = í\yAxf¿ x (x, y). (2) 

Los priiueros miembros de las igualdades (1) y (2) son iguales 
a /1, por consiguiente sou iguales también los segundos miembros, 
es decir, 

AxAyf( u (x. y) = AyAxfi, (x. y), 

de dondc 

/i'u (x, y) = /„ x {x. y). 

Pasando en csta ecuación al limite, cuando Ai -► 0 y Ay -► 0, 
obtenemos: 

lím /„■;(*, y)= lim f¿’ x {x, f). 

Ax -* fi Ax ** 0 

A(/ -• 0 A U *♦ 0 

Coino los derivadas /*„ y f ux son continuas en el punto (x, y), 
tenemos: 

lim /"„ (x. 'y) = f(,(x, y) y lim f'„ (x, y)=f¿,(x, y). 

A* -»0 Ax -* 0 

Al/ *• 0 Al/ — 0 

En definitíva: 

fxv (x. y) = f¿, (x, y) 
y queda osí demostrado el teorema. 

Ll corolario del teorenm demostrudo es: si las derivadas parcia- 

, o"f < r) 

les — . - j -t y v . ¿ —r , son continuas, entonces: 
ox k oy h dy *ójr 

d n j ó n f 

dx* 0y n ~ h dy n ~* 0x h ’ 

Un teorema auálogo es válido para la función de cuaiquier 
número de variables. 
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Ejemplo 4. Hallar 


d*u d*u 

—- - y--—— .si u — e x " se« z. 

dx óy dz * óy dz óx 


a ye*v son x; = e X|/ sen t-{-xye x v aon z>=e x ' J (1 -\-*v) sen x: 

dx ax dy 

AS U Q U (fiu 

—-—-—— = e*y (14-xy) cos r; --— — xe*y scn x; —-— xe*V cosx; 
dxdydz ' 1 dy dxdz 

A3 U 

--— «»e*w cos z f xye*v cos z =» e*v (1 -f- xy) coa z. 


Por lo lanto 

d*u _ d 3 u 

dx ó y Os dy dz dr 

(v¿ase, adomás, los ojemplos 1 y 2 ile este párrafo). 


Í 13. SUPERFICIES I)E NIVEL 

Supongamos que en el espacio (x, y, z) cxiste un dorninio D en 
el cual está dada la función 

u = u (*, y, z). (1) 

Suele decirse en este caso que on ei dnminio D está dado el 
campo escalar. Si, por ejeuiplo, u (x, y, z) designa la temperatura 
en el punto M (x, y, z ), se dice que está dado el cainpo escalar de 
temperaturas. Si el doruinio D ha sido Uenndo cou liquido o gas y la 
función u (x, y, z) designa la presión, se trata del campo escalar 
de presiones, etc. 

Examinemos los puntos del domiuio D, donde la función u (x, y,z) 
tiene un valor constante c : 

u (x, y, z) =* c. (2) 

El conjunto de estos puntos forma una superficie. A1 tornar otro 
valor de c, obtenernos otra superficie. Estas superficies se llaman 
superficies de nivel. 

Ejemplo 1. Soa 

x* y* 2* 

“<*• *• *>—t+t+ts- 

el campo escalar. 

La> suporficies de nivel serán: 



es decir, elipsoides cuyos semiejes son 2 3 V c » á V c * 
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Si u es función de dos variables x e y: 

“ = u (x, y), 

las «superficies* de nivel serán ciertas lineas en el plano Oxyi 

u (x, y) = e ( 2 ') 

que se llaman lineas de nivel. 

S¡ ponemos los valores de u a lo largo del eje Oz : 

z = u(x, y ), 

la8 líncas de nivel on el plano Oxy serán proyccciones de las líneas 
que se obtienen en la intersección de la superficie z = u (x, y) con 




los planos z = c (fig. 175). Conr>cicndo las líneas de nivel, es fácil 
estudiar cl caráctcr de la superficic z = u (x t y). 

Ejcmplo 2. Detcmiinar las Iíneas de nivrl de la función z = 1 — x* — p*. 
Las líneas do nivel serán las linea.s representadaspor la ecuación 1 — x* — y* = 
= e. Estas son circunferenrias do radio yi—c (fig. 17G). En particular, 
cuando e 0, oblenemos la circunferoncia x* -f- l/* = 1. 


6 14. DERIVADA SIDt IKNDO UNA DIRECCION 

Examinemos la función u = u (x, y , z) y el punto M (x, y % z) 
dados en el dominio D. I)el punto M tracemos el vector S , cuyos 
cosenosdirectoressoncosa, cos p, cos y(fig. 177). Analicemos un punto 
M t (x + Ax, y + Ay, z -f Az) sobre el vector S a una distancia 
A s de su origen. Entonccs: 


As = V Ax 2 -f A y 1 -f Az 2 . 



3Ü2 


Funclonet de variat rarjablet 


Supongamos que la función u (x, y, z) es continua y tiene deriva- 
das continuas respecto a 9us argumentos en el dominio D. Análoga- 
mente a lo hecho en el § 7, representeraos el incremento total de la 
funcióü así: 

Au = ^ Ax-f 0,1 ^ Az -f SiAx + e*A y -f e s Az, (1) 

óx <>y uz 

donde e (f e 2 y e s tienden a cero, cuando A s -*■ 0. Dividainos todos 



Flg. 177 Ftg. 178 


los miembros de la igualdad (1) por A s: 

A u du Ax . 0u \y , (ht Az Ax . Aw , A z , n . 

- -1-— H-(- e,-h e 2 —4- e. ——. (2) 

A s <)x A.v dy As &z As As As As 

Es evidente que 

Ax Ay Q Az 

-= cosa, —— = cos p. -= cosy. 

A.v As As 


Por lanlo , Ja ignaldad (2) sc puede escribir en la forma: 

Au du . du 0 , du 

= — cosa-h ~ cosp -f -¡r cos y -f 
A s dx dy dz 

-f e,cosa -f e 2 cosP -f- e s cos y. (3) 

EI límitc de la razón P ara As -*■ 0 se Ilama derivada de la fun- 
os 

eión u = u (x, y , z) en el punto (x, y, z), siguiendo la dirección del 

, . du , . 

vector S, y se designa por — , es decir, 

.. Au du ... 

lim ---. (4) 
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De este modo, pasando al límite en la igualdad (3), obtenemos: 

du du du du 

— =- c osa + -cosp + ¿¡ co SV . (5) 

De la fórmula (5) se deduce que, ronociendo las derivadas par - 
ciales, es fácil hallar la derivada siguiendo cualquier dirección S • 
Las propias derivadas parciales se presentan como caso particular 
de la dcrivada setfún la dirección. Así por ejemplo, para a = 0, 

P — -S-, Y = *? * tenemos: 


du 0u du n , du n du 

— cos 0 -f — cos —- -f — cos — = . 

dx dx dy 2 Oz 2 0x 


Kjrmplo. Sea la función 


u — i r*-| y*-i 

Ilallar la derivada -^-, cn el punlo M ( 1, f, 1): 

a) siguiendo la dirección del vector .s, 21-f^ f 3A*; 

b) si>uiendo In dirección del vector .S' 2 ■■ / 4* J + A’. 
Solución. a) llallemns los cosenos dircctores del vector A’,: 

2 2 

cos a — — —— , 

Vó |-1 19 V14 

« I 3 

cns p = ——= , cns v — ——= . 

yn i/i4 


Por consiguienle. 


du _ áu 2_ ( <h¡ 1 , du 3 

*i ,lx yu */ i/u ' »- í/ñi 


ús, 'ií y t4 »u yi4 <7 j yu 

Líim dcrivadas pnrciales i*n «1 pimto M (1, 1, 1) son. 


( = 2 ('J!L S ) =m 2 /■*!.> . 

V dx /M ’ V »y Jm \ »z /m 


-» l = 2 ._ 5 _ + 2 ._ 1 _ +2 ._!_ = _« 
yñ yn yu yn 

b) llaiietuuM I"S cosenos direclorvs del veclor 5¡: 

cnea=—cosBs—lx, rnsv——^ 
y 3 V3 V3 
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Por lanto, 

(kt 

Obsorvoinoa que 


2_i.+2._L+2~* -* 2V3. 

ys V 3 V 3 V 3 


2V3>^(f,g. 178). 


j) 15. CHAIMENTE 


Ed cada punto del dominio D en que se da la función u~ u (x, y, z) 
determinemos un vector, cuyas proyecciones sobre los ejes de 

coordenadas son los valores de las derivadas parciales ~ ~ de 

dx dy dz 

esta función en el punt o corrospondiente: 

, du. du , du. ... 

grad a =-i + s - y j+ Fx k. (1) 

Este vcctor se Ilama gradiente de la función u (x, y , z). Se dice 
que en el dominio D está definido el campo vcctorial de gradientes. 
Demostrernos ahora el teorema que determlna la relación entrc 
el gradiente y la dcrivada siguiendo la dirección. 

Teorema. Sea el campo escalar u — u (x t y % z) en el que está 
definido el campo de gradientes 


du . . du du . 
gr»d „=-<+_J+ 5 -/,-. 


dz 


La derívada ^ siguiendo la dirección de un cierto vector S es igual 
os 

a la proyección del vector gra d u sobre el vector S. 

Demostración: Examinemos el vector unitario S° que corres- 
ponde al vector S : 

S° — i cos a +j cos fi -f- tc cos y. 

Calculemos el producto escalar de los vectores grad u , y S°: 


grad u-S°= ^cos o -f- ^ cos P 4- ^ cos V- (2) 

EI segundo miembro de la igualdad (2) es la derivada de la 
función u (x , y, 2 ) siguiendo la direcc-ión del vector S. 

Por consiguiente, se puede escribir: 

du 
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Si designamos por rp el ángulo entre los vectores grad u y S° 
(fig. 179), podemos escribir: 

| grad u | cos «f = — (3) 

ós 

o 

proyección • S° grad u = . (4) 

ós 

Queda asi dcmostrado el leorenia. 

Partiendo del teorema deinostrado. podemos establecer la relación 
entre el gradiente y la derívnda en el punto dado siguiendo cualquier 
direccion. Kn el punlo dado M (x, y , z) construiinos el vector 




f’iK- 179 h'ig. JSO 

grad u ífig. 180). Formemos una esfera en la cual el vector grad u 
es el diámetro. Tracenios el vector »S', partiendo del punlo M, 
Designemos por P el punto de intersección del vector S con la super- 
ficie de la esfera. Es evidente que MP | grad u | cosip. s¡ <p es 
el ángulo entre las direcciones del gradiente y el segmento MP 

(siendo <p < , es decir. MP ^ . Está claro que si el vector S 

torna la dirección contraria, la derivada cambia de signo. pero su 
valor absoluto perrnanece invariable. 

Determinemos algunas propiedades del gradiente. 

1) l.a deriuada en el punto dado , siguiendo ta dirección del vec- 
tor S, tiene el valor niúximo . si la dirección del vector S coincíde con la 
det gradiente. Este valor niáximo de la derivada es igual a | grad u |. 

Esta afirmación es válida lo que se deduce directamente de la 

igualdad (3); — tiene el valor rnáximo, cuando <p 0. en este caso: 
du 

— = | grad u |. 
os 

2 ) I.a deriuada, siguicndo la dirección del vector. tangente a la 
superficie de nivel, es igual a cero. 

Esta afirmneión se deduce de la fórmula (3). En efecto, en este 


20-531 
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tf = •=■. cos q>=0 y 


()u 

dt 


= | jrrad u | cos >p = 0. 


I'jtMiiplo I. St*a la función: 

u^*> f y*-M 9 , 


a) Delt'rminemos el gradieute en el puntn M (1, t. I). La exprosión del 
gradionlo do la funrión dada en el punto arbitrario será: 

grad u — 2 ri -f 2jJ f 2:K\ 

l’or consiguionte. 



Fi*. lHt 


(grad u) M = 21 f 2J -\-2k, \ grad « |« - 2 1/3. 

(>) Dcterminemos (a dchvada de ia funrión n 
cn el punto M (1. I. I) siguiendo la dirección dol 
gradiente. Los cowoos dirwctoros det gndietUo serán: 

2 1 

eoit a = — — — =—=- r 

V« 2 a 4-2* 1/5 

« 1 1 

cosfl --r* • cosv —-— . 

1/3 1/3 

Por consiguiente, 

•>’ V3 + " V3 • V^ 1 ' 


es decir. 




Observación. Si u = u (x, i/) es urta función de dos variables 
ei vector 


, du , , (iu , 

gra.1 

está en cl plano Oxy. Oemostremos qne t¡rad u es perpendicu/ar a la 
línea de nivet u ( x , y) — c , la cual se lialla eu el plano Oxy y pasa 
por el punto correspondienle. En efecto, el coeficicnte angular k, 

de la tangente a la línea de nivel u (x, y) = c será igual a /fc, = — ~ . 

u ri 


E1 coeficiente angular k 2 del gradieute es igual a /c 2 =^r-. Es evi- 

u x 

dente que k } k 2 — —1, lo que comprueba que nucstra afirmación 
es válida (fig. 181). La propiedad análoga del gradiente de una 
función de tres variables será establecida en el § 6 del capítulo IX. 

Ejemplo 2. llallar el gradiento de la función m= (fig- t82) en 

ei punto A/ (2, 4). 
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Solución. Aquf: 


du 

oz 


^^Iaí — 2 . 


du 

dy 




8 

■y- 


Por tanto. 

grailu = 2l+-|.y. 

La ecuación de la linea de nivel (fig. 183) que pasa por el punto dadoserá: 


x* y* 

T+T 


22 
3 • 
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Fig. 183 


Í 16. FORMULA DE TAYLOR PARA UNA FUNCION 
DE DOS VARIABLES 

Supongamos que una función de dos variables 

«“/(*» y) 

es contiuua, lo mismo que todas sus derivadas parciales dc orden 
liasta (n 1) inclusivc en cierta vecindad del punto M (a, b). 
Entonces se puede representar la función de dos variables, al igual 
que se hizo en el caso de la función de una variable, (véase § 6, 
cap IV), como la suma de un polinomio de n-ésimogrado, dcsarrolla- 
do según las potencias enteras de (x — a) e (y — b) y un resto. 
Demostremos después que para n 2, esta fórmula tiene la forma: 

/ (r, y) = /l 0 + O (x — o) + £ (!/ — *) + 

+ |[/l(í-fl) ! +2B(*-<i)( J /-6) + C(i/-6) 2 )+fl !l (1) 

donde los coeficientes .4 0 , D, E , A , B , C no dependen de x e y, 
mientras que el resto fí 2 tiene una estructura análoga a la del término 
complementario de la fórmula de Taylor para una sola variable. 

Apliquemos la fórmula de Taylor para la función / (x, y) de una 
sola variable y , considerando x constante (hasta los términos de 

20» 
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segundo orden); 

t(*. y) — f (x. M + ^~~ftOe. b) -f 

+ <*• « + ^jV». <*• %). (2) 

donde t)| = 6 + 0| (y — b), 0 < t)i < 1. Utilizando la fórmi.la de 
Taylor, deaarrollemos laa funciones / (x, b). /„ (x, b). /"„„ (x, b) según 
las potencias enteras de (ar — o), liasta las derivadas mixtas do 
tercer ordcn inclusive: 

¡(x, b) =/(o. b)-)- X —~f x (a. 6) + 

+ {± flT lxx {a ' é) + a " b) ' <3) 

donde 5, = í+ 8¡(i-«), 0 < e, < 1; 

/; (*, b )=/; (o. b) + ~ /;■, (o. t) + /;„ (g,. *>. (4) 

donde £* — x -f 0 3 (* — a), 0 < 0 a < 1; 

fuu (*t — fuu( a * ^) H-^—/s/Ox(53» (5) 

donde = x -f 0* {x — fl); 0 < 0* < 1. 

Introduciendo las expresiones (3), (4) y (5) en la fórmula (2), 
obtenemos: 

l(x, y) — I (o, b) + — /; (o. ó) + ^^ a) lx*(a. b) + 

+ ^^r;„ ( u i)+^[r„(o. «+^r;,(+ m + 

+(5* *)] + (».«+ (ix .«] + 
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Disponiendo los números como se indica en la fórmula (1), 
obtenemos: 


/(*. y) — f(a. b) + (x — a)f x (a, b) + (y — b) f„ (a, b) + 

+ —a) 2 f«*(a. b) + 2(x — a)(y — b)fc u (a. b) + 


+ <y-i>) 2 /„'*(«. *)] + -“-[(* — a)’ff xs (I,, b) + 

+ 3 (* - af (y - b) /;;„ (U. b) + 3(x-a)(y- bfff„ (£,, 6) + 

+ (y-b)'f un (a, n )J. (6) 

Esta es la fórrnula de Taylor para n = 2. La expreaión 

» + 3(x-a)*(,-HG„({ 1 6) + 


se llama 

y — b = A y. 


+ 3 (x-a)(y- bff-„ (U b) + (y- (a. n» 

térmÍDO complementario. Pongamos ahora x — a = \x. 


Ap 


*-±\ 

31 L 


+ (Ay)‘. y 
~fi'„(U » + 3^4-f™,(U 

Ap Ap 


transformemos R z : 

*) + 


+ 3 /ÍM (U f>) + /■„;„ (“. 1) 1 V- 

Ap Ap J 

Puesto qne | Ajt | < Ap, | \y | < Ap. y las torceras derivadas, según 
la hipótesis, son acotadas, el coeficiente de Ap* es limitado en el 
dominio examinado. Designemos este coeficiente por o 0 y escribamos: 

/?i — OoAfi’. 

La fórmula de Taylor (6) para n = 2 toma la forma: 

/ (r, y) = f (a. b) + A xf x (a,b)+ Ay/„ (a, b) + 

+ I ^fx, (a. b) + 2Ar Ay/„„ (a. b) + A y*f¿, (a, *)] + o„ Ap J . ((>') 
Para cualquier n la fórmula de Taylor tiene una forma semejante. 


§ 17. MA.XIMO V MINIMO OE IINA I'IINCION 
DE VARIAS VARIAH1.es 

Definicióii I. Se dice que la función z / (x, y) tiene uu máxi- 
mo en ef punto J/ 0 (x 0 . y 0 ) (es decir. cuando x = x», e y = p 0 ) si 
/ (J'o- y<¡) > / (x, y) 
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para todos íos puotos ( x , y) suficienteincnte próximos al punto 
(xo, y n ) y distintos do este punto. 

Defíiiición 2. De modo igual se dice que la función z = / (ar, y) 
tiene un mínimo en el punto M 0 (x 0 , í/o). s » 

/ (*o, yo) < / (*. í/) 

para todos los puntos (a:, tj) suficientemente próximos al punto 
(■2*o. yo) y dislintos de este punto. 

Gl máximo y el minimo de una función se llaman extremos de 
esta función, es decir, Ja función adrnite un exlremo en un punto 
dado, si tiene un máximo o un mínirno en esto punto. 




Ejemplo I, La fuñción 

s-(x-t)a { (y-2) a -1 

alcanza «*1 minimo para x - 1 , y — 2. cs decir, en el punlo (1, 2). Efectiva- 

niente, f (t, 2) = — I y como (x — !)’ y (y — 2)* son siempre positivos psra 
x 1, «/ =£ 2, entoncos: 

(x-l)*-r(y-2)*-t>-l 

es decir, 

/(*. y)>/(l. 2). 

En 1« figura 184 se da la interprctnción gcométrica do este resultado. 
Kjemplo 2. Iji función x = -^-—sen (z*-fy a ) admite un máximo cuando 

x=0, y t) («*.s decir, c-n el origen de coordenadas, véase la (igura 185). 
En eíecto 

/(0.0)=1. 

En el interior de la superficie x*-f y* = -^- tomemos un punto (x, y) 
diatinto dei punto (0, 0); entonces, para 0 < x*-f y* < tonemos: 

sen (x* -f y») > 0 

v por eso 

/(*. »)—-j— sen (*•+!(.) <y 
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es docir, 

n*,vxn o.o). 

La definición de máximo y mínimo de la fcnción se puede 
formular del rnodo siguiente: 

Hagamos x — x 0 + Ax, y — yo -f A y; entonces: 

/ (*. .'/) — / (*o. !/o) =/(*« + Az. t/o r Ajl) — / (ar 0 , tfo) = A/. 

1) Si A/< 0 para todos los incrementos suficientemcnte peque- 
ños do las variables independientes, la función / (x, y) admite un 
múxirno en el punto \f (jt 0 . t/o)- 

2) Si A/ > 0 para todos los incrcmeníos suficienlemenlc peque- 
ños de las variables indcpendientcs, )a función / (x, t/) admite un 
mínimo en el punto M (x 0 . y 0 ). 

Estas definiciones son icualrnente válidas para una función 
de cualquier número de variahles. 


Teorema 1. (Condiciones neccsarias para la cxistencia de un 
extremo). 

Si la función z f (x, y) toma un extremo, cuando x ~ x 0 e y = 
y 0 , rntonces cada derivada. parcial de primer orden de z o bien se 
anula para estos valores dc los arf’umcntos, o bien no existe. 

En efecto, demos a la variable y un valor detcrminado, y — y 0 . 
Enlonces la función f ( x , y 0 ) será le función de una sola variable x. 
Puesto que la función tiene un extremo (máximo o mínimo) cuando 


= x 0 . por consiguiente, (^) es igual a cero, o no existe. 
dx¡ x>n 


De 


moüo 


semejante se puede demostrar que 



V—Ue 


cs igual n cero 


o iio existo. 

Este teorema no es suficiente para esludiar el problema de la 
existencia de los valores extremos de la función. Sin emhargo, si 
estamos segurosde que existen los extremos, este teorema nos permite 
halíar sus vafores. En caso contrario es preciso hacer un estudio 
más detallado. 


A>¡ |M>r cjcmplo, la fmiciún z = r 2 — y* ticne las dcrivadas ==-j-2x¡ 

ox 

— 2y, que 50 rcdurcn a ecru cuando 1 0, y = Ü. 

Sin cmbargo, la funciun 110 tionc máximo ni mínimo para los valorcs indi- 
cados. En cíecto, esta funcióu cs igual a coro cn cl origen do coordcnadas, 
mientras que en la vecindad inmediata de cste punto, tonia taiitos valore posi- 
tivos como ncgativos. Por cbnaiguicnte, cl valor ccro noesmáximo ni mínimo 
(hg. 1»C). 

Los puntos donde 0 (o no existe) y — 0 (o no existe), 

se Ilainan puntos críticos de la función z = / (x, y). 
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Si la función alcanza el extremo en cualquier punto, esto puede 
tener lugar (en virtud del teorema 1) sólo en el punto critico. 

Para estudiar las funciones en puntos críticos establezcamos las 
condiciones suficientes del extremo de una función de dos variables. 

Teoreina 2. Sea / (x, y) una función definida en un dominio que 
eomprende el punto M 0 (x 0 , y 0 ). Esta funeión tiene derivadas parciales 



continuas de hasta tercer orden inclusive. Saponganios, además. que 
M 0 (x 0 , y 0 ) es un punto crltico de la función /(x, ;/), es decir: 

¿/(xq, y 0 ) __ Q i>f (xp, y 0 ) _ 0 

di ' Oy 


Entonces. para x = x», y — Po'- 
i) / (x, ij) tiene un máximo, si 

iffjx o, »o) irf(x o. ;/„) / ¿7 (xq, y 0 ) Y >ft 

0x- Otr \ 0x du ) 


oy 

2) / (x, y) tiene un mínimo, si 


<rf (x 0 . y«) 


o<r 


irf (x„, !/„) _ í d */ (Xp, j/o) V 
\ dxdy ) 


>0 y 


3) / (X, y) no tiene máximo ni mintmo, si 
ófy (x 0 , i/q) r x/ (x 0l V o) ^ 


,Vo) 


itx' 


dy- 


i/x ój/ 


<?! (xp, !/o) 

ftr 2 


^/(Xp, !/o) 

dx* 


< 0 ; 


< 0 ; 


> 0 ; 


,, , cP/ (Xq!/o) ¿*/(x 0 yo) 10* 1 (Xp.j /o)) q nuede existir o no el 

S dx a dy a \ dx dy I 
extremo (en este caso hace falta realizar esludios más detallados). 

Dcmostración. Escribamos la fórmula de Taylor de segundo 
orden para la función / (x, y) (fórmula (6) § 16). 

Haciendo 

b = x 0 , ó = y 0 . x = Xj + Ax, y = !/o í A ¡/, 
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/Uo+Ax. y.+ Ay)=f(x 0 . y.) + yo) A* + df{x * Vo) Ay + 

á* óy 

+1 [ y°) ^ + 2 ^ y °> A* Ay + 

2 L dx <?xdy 

+ .V.) Aj/ 2 ] + a 0 (Ap) 3 . 

dondc Ap = + A* ! + Ai/‘ y o 0 tiende a cero, cuando Ap -*■ 0. 
Según la hipótesis 


d/(*o, í/o) 


d/(*., i/o) 


Por consiguiente, 

A/ = / (* 0 + A*. i/„ + Ay) — / (*„. i/o) = 

= i [-^-A* í +2-^-A*Ay + -^-Ay 2 ] + a 0 (Ap) 1 . (1) 

2! L dx” dxciy cíi/" J 

Designemos por A, B, C los valores de las segundas derivadas 
parciales en cl punto M o ( 3 * 0 » l/o) : 

(4) (—) = «; (4) =C. 

\ dx z / st 0 \(Jx()yl m „ \ dy / st 0 

Designeinos por <p el ángulo formado entre el eje Ox y la direc- 
ción del segmonto M 0 M, donde M es el punto de coordenadas 
M (x 0 + Ax, 1/0 4- Ay); entonces 

Ax Ap cos<p; A y = Ap sencp. 

Sustituyendo estas expresiones en la fórmula para A/, hallamos: 

A/ = (Af») 2 [/1 cos“«p + 2 B cos ip sen <p -f C sen“ <p -f- 2a 0 ApJ. (2) 

Supongamos que /1 0. 

Dividiendo y multiplicando por A la expresión comprendida 
entre corchetes, obtenemos: 


A/ = -(A P f“* 


f (A cos fp -f- B sen yf -f- (AC — B 2 ) sen 


— -f 2a 0 Ap j • \ 
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Examinemos ahora cuatro casos posibles: 

1) Sea AC — B* > 0, A < 0. Entonces, en el numerador de la 
fracción tenemos la suma de dos magnitudes no negativas. Estas 
no se anuían simuítáneamente, puesto que el primer término se 


reduce a cero cuando tg<p 


A_ 
B ' 


y el segundo, cuando sen q> = 0. 


Si A < 0, la fracción es igual a una raagnitud negativa que 
no se reduce a cero. Vamos a designarla por — m*; entonces: 


A/ = -^ (Ap) 2 [— m 2 4* 2a n Ap], 


donde m no depende de Ap y a 0 Ap -► 0 cuando 
para Ap suficientemente pequeño tenemos: 

A/ < 0 


ó 


Ap 


0. Por tanto, 


/ (i 0 + Ax, 1/0 + Ay) — / (x 0 , y 0 ) < 0. 

Pero, en este caso, para todoe loe puntos (x„ + Ax, y 0 + Ay) 
snficientemente próximos al pnnto (x 0 , y 0 ) tiene lugar la designaldad 
/ (xo + Ax, y 0 + Ay) </ (* 0 , y 0 ), 
lo que significa que en el punto (x 0 , y 0 ) la función / (x, y) toma 
un máximo. 

2) Sea AC — B 7 >• 0 y A > 0. Razonando de modo semejante 
obtenemos: 


A/ = -| (Ap) 1 [m ! + 2a„ Ap] 
ó 

/ (x 0 + Ax, y 0 + Ay) > / (Xc y 0 ), 
es decir, / (x, y) toma un mínimo en cl punto (xo, y<¡). 

3') Sea AC — B 1 < 0 y A > 0. En este caso la función no tiene 
máximo , ni mínimo. La función crece a partir del punto (x 0 , |/o)* 
cuando seguimos unas direcciones, y decrece cuando seguimos 
las otras. En efecto, al desplazarnos a lo largo del rayo = 0, 
tenemos: 


A/ = i(Ap) 2 [A + 2a 0 Ap]>0; 

la función creco. A1 desplazarse a lo largo del rayo <p = q> 0 tal que 
tg f 0 = —~ , para A > 0, tenemos: 

A/= y (Ap) 2 AC ~ B sen ! q> 0 + 2a 0 Ap j < 0; 


la función decrece. 
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3") Sea AC — B 2 < 0 y A <C 0. Aquí la función no tiene máximo, 
ni mínimo. E1 estudio se realiza de manera igual que en el caso 3'. 

3"') Sea AC — B 2 C 0 y A 0. Entonces B 0, y podremos 
escribir la igunldad (2) en Ja forma: 

A/ = (Ap ) 2 [sen q> (2B cos <p -f- C sen qp) 4 - 2oto ApJ. 

Cuando q> es suficienteinente pequeüo, la exprcsión (2 B cos ip -f* 
-f C sen qp) conserva su sipruo, puesto que se encuentra en la vecindad 
de 2 B, rnientras que el factor sen cambia de signo, según sea <p 
mayor o menor de cero (después de elegir 9 > 0 y ip < 0 , podernos 
tomar p suficienteinente pequefio, de modo que 2 cr 0 no influya 
sobre el signo de la expresión entre corchetes). Por consiguiente, 
en este caso A/ también carnbia de signo, para diferentes <p, es decir, 
para diferentes Ax y A¡y. Esto significa que la funcióti no liene 
máximo, ni mínimo. 

Asi, cualquiera que sea el signo dc A, siempre será válida la 
afirrnación: 

Si AC — B 2 <Z 0 cn el punto (x 0 , yo), la función no tiene máximo 
ni mínimo en este punto. En este caso, la superficie quo representa 
gráficamente esta función puede tener, por ejempío, en la vecindad 
de este punto la forma de una silla de montar (véase la fig. 186). 
Se dice quc la función tiene en este punto un mini-máx. 

4) Sea AC — B 2 = 0. En estc caso las fórinulas (2) y (3) no dan 
ninguna indicación respecto al signo de A/. Así, por ejemplo, para 
A 0, tenemos: 

A/=i (Ap ) 1 [ McosT^sen # + ^ . 

cuando <p = arctg (— Jf)' s *!? 00 de A/ ae determinará por 

el signo de 2 a 0 y es necesario realizar una investigación especial 
(por ejemplo, mediante la fórmuia de Taylor de orden superior 
o mediante algún otro procedimiento). De este modo el teoremn (2) 
queda completamente demostrado. 


Ejemplo 3. Ilallar ol máximo y el minimo de la funcinn 
t = x* — xy -f - y* 3x — 2y -f- 1 . 

Solución: 1) Hallemos los punto? crilicos: 

£ y ,í: 35’ 

nesolviendo cl sistema de ecuaciones 


2x — |H 3 = 0, 1 
— x-\-2y- 2=;0, / 
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obtenemos: 


3 * 


3 * 


2) HaUemos las derivadas de í*egundo orden ca ei punto critico 
| —A ; -1-j y determinemos la naturaleza de este punto crílico: 

fí i- /; = —-2* 

‘ «*r* ’ dxéy ' dyf 1 

AC-B* = 2-2-( —1)*=3>0. 

Por tanto. en el punto | j la (unción dada tienc un minimo 

quo es igual a: 

^rnln - 3 * 


Ejemplo 4. llallar el tnáxirao y el minimo de |a (unción: 

z=x®-f-y* —3xy. 

Solorión. Ii Ilallemog los puntos críticos, utiliaando las condiciones 
necesarias para ía existencia de un extremo 

^. = 3z*-3u 0, 

dx 

4^ = 3#«-3xrO. 
dy 


üe uquí obtenemos dos puntos criticos: 

x»«=»I, ||| = 1 y X 2 —0. V 2 =» 0 . 

2) Haliemos las derivadas de segundo orden: 

- P* _ - d*x - 

íi« te ' dxd t 3 ' dyt =6y ' 

3) Bstudicmos la naturaleza del primer punlo critico 

1 (^r)^.i“ 6; - 3 ' c= (:£r), 

|e=l I/-1 i 


AC—B* = 36 - 9 = 27 > 0 ; A>0. 

I'or tanto, en el punto (I, 1) la funrión dada tiene un roinimo: 
"min ” *“ 1' 

4) Estudiemos la naturaleza del segundo punto crítico M 2 (0, 0): 

A= 0 ; B = — 3 ; C . 0 ; 


AC-B*-^— 9<0. 

Por tanto. en ol segundo punto crilico la (unción no tíeno máximo, 
ni míuimo (mini—máx). 

Ejemplo 5. Desarrollar el número positivo dado a en tres sumandos posi- 
tivos de inodo que el producto de éslos tenga el valor ináximo. 

Solución. Designemos respectivamento estos tres númoros por x, y 
y a ■— x — y. El prnducto de estos suraandos es igual a: 

u = xy (a — x— y). 
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Según la bipótesis, x>0. p>0, a — x — p>0, es decir, x -4- y c a, u > 0. 
Por consiguiente, x e y pueden toinar valores pertencicntes al dominio limitado 
por las rectas x = 0, u = 0, x + y — a. 

Ilallemos las derivadas parciales dc la función u: 


du 

~dx 


y (a — 2x — y). 


du . _ . 

-=!(.- 2„-x). 

Igua/ando estas derivadas a cero, obtenemos ei sistciua de ecuaciones: 

y (a — 2x—y) = 0; x (a-2y — x)=0. 

Hesolvicndo este sistemo, encontremos ios puntos rríticos 


Xj ^0, 

»1 = 0. 

Af| (0. 0); 

x 3 —Ü, 


,l/.(0. «), 


»3 = 0. 

.W 3 (o, 0); 

fl 

a 

/ a a 

T’ 


m ‘(t’T 


Los primeros tres puntos se encuentran en la fronlcra Hel dominio y el último, 
en su interior. En la frontera del dominio la función u es igual a cero y en su inte 

rior la función es posítiva; por tanto, en el punto ^ ~ j la función u tiene 

un raáximo (puesto que el punto indieado es el único punto cxtremo dentro del 
iriúngulo). El valor m éximo del producto es 
a a ¡ _ a 

“iui, - 3“ “3 —T - Tj _ 27 ' 

Estudiemos la naturaleza dc los puntos críticos, utiliznmlo las comliciones 
necesarias y suficientes de existencia do un extremo. Ilallemns las derivadas 
parciales de segundo onlen do la función u: 

d*u „ tfiu „ _ ffiu „ 

-r-sr = — 2y\ ——— = a — ‘¿x —2 y\ — 

dx* tix óy óy % 


ifiu tfiu 

En el punto M i(0, 0) tenetnos: .1 ^O; B 


C ^--0; 
r/y* 

AC—B*= —a*<0. |*or tanto. pn el punio M\ no hay niáximo. ni míuimo. 

ifiu rflu _ cfiu _ 

En el punto M¿( 0, o) teuemos: .1 =*—2a; B -- —a; C ^-=0; 

AC— Bfi = — o*<0. l*or consiguiente. en el punto M z tampoco liay inúximo 
o mininio. En el punto M 3 (a. ü) tenemos: d“0; B —o; C —2o; AC — 
— B % - — o*<0. En ol punto M :i no liay múximo, ni míninio. En el punto 

(t ' "t) lonomos: 

—T • " -T ' c " —T ' '«o- 

For tanlo, la función tiene el máximo en el punlo M k . 


M, 


Observación. La teoría de máximos y mínimos de la función 
de varias variables sirve de base para un método de obtención de 
fórmulas que representan depeudencias funcionales mediante los 
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datos experimentales. E1 problema de «Obtención de una función 
a base de los datos experimentales según el método de cuadrados 
mínimos* se estudia en § f9 del capítulo presente. 

§ 18. MAXIMO Y MJ.MMO OE LA FUJVCION 
DE VARIAS VARIABLES RELACIONADAS MEDIANTE 

ECIIACIONES DADAS (MAXIMOS Y MINIMOS CONDICIONADOS) 

Numerosos problemas de la determinación de los valores más 
grandes y más pequeños de la función se reducen a la búsqueda de 
los máxiinos y los mínimos de una función de varias variables quo 
uo.son independientes, sino que están relacionadas entre sí mediante 
ciertas condiciones adicionales (por ejemplo, las variables deben 
satisfacer a Jas ecuaciones dadas). 

Examinemos, por ejemplo, el siguiente problema. De un pedazo 
de hojalata dado de área 2 a hace falta liacer una caja cerrada en 
forma de paraJefepípedo que tenga el vofumen máximo. Designemos 
el largo, el ancho y el alto de la caja por x , y, z respectivamente. 
E1 problema se reduce a la búsqueda del máximo de la función 

v — xyz, 

a condición de que 2xy -f 2xz -f 2 yz 2 a. Aquí se trata de un 
problema deí extremo condicionado : las variables x, y, z están figadas 
por la relación 2 xy + 2 xz -f 2 yz = 2 a. En este párrafo examinemos 
los métodos que se usan para solucionar tales problemas. 

Estudiaremos, al principio, el problema del extremo condicio- 
nado de una función de dos variables, ligadas sólo por una condición. 
Hallemos los máximos y los mínimos de la función 

U f(x . y), (1) 

a condición de que xe y estén ligados entre sí por medio de la ecuación 

9 (x, y) = 0. (2) 

Al existir la condición (2), sólo una de las dos variables x e y 
es independiente (por ejemplo x), puesto que y se delermina de la 
ecuación (2) como función de x. Si resolvemos la ecuación (2) respecto 
a y, sustituimos en la igualdad (1) y por la expresión hallada, obte- 
nemos la función de una variabíe x y reducimos el problema al 
estudio de máximos y mínimos de la función de una sola variable 
independiente x. 

Podemos también solucionar el problema planteado sin resolver 
la ecuación (2), respecto a x o y. La derivada de u respec-to a z debe 
reducirse a cero para aquellos valores de x en los que la función u 
pueda tener máximo o mínimo. 
du 

Hallemos de la ecuacion (1), teniendo en cuenta que y es una 
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func'ióii de x: 


du _ df ^ d¡ dy 
dx dx dy dx 


( 3 ) 


( 4 ) 


l J or tanto, en los puntos de extrenio 

^ df dy _ 0 

dx dy dx 

De la igualdad (2) liallemos: 

Jy> dip dy _ 0 

ox Oy dx 

La igualdad (4) es válida para todos los x e y que satisfagan a la 
ecuación (2) (véase § 11, rap. VIII). S¡ nmltiplicainos todos los 
términos dc ls igualdad (4) por un coeficiente indeterminado X, 
y los sumamoscon los términos correspondientes de la igualdad (3), 
obtenemos: 

(iL + iLiA + x (üE + i*M = 0 

V dx ótj ilxi \ dx dy dxi 


(— + X—) -f (-Í- + X-iO-^ = 0. (5) 

\ dx i)x) \ Oy dy ) dx 

fásta igualdad se cunipie en todos tos puntos en que liay un 
extremo. Elijamos X de manera tal que para los valores de x e y 

correspondientes a un exlremo de la función u la cxpresióu (Í + 

+ X — I de la fórmula (5) se reduzca a cero *), 

Oyl 

JL +X üe =0 . 

dy dy 

Entonces para estos valores de x e y de la igualdad (5), se deduce que: 

ÜL + X ÜE = 0. 

dx dx 


•) Para ser ítiás precisns supongainos que en los puntos críticos 

*¥ x n 
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Así, pues. en los puntos de extremos se satisfacen tres ecuaciones 


2- + \±S- 

óx óx 


= ü, 


0y 


+ x^ = o. 


<P(x. y) = 0 


(ü) 


de tres inrógnitas x, y, X. De estas ecuaciones determineinos x e y, 
así coino X. La últinia desempeñó 1111 papel auxiliar y ya no es nece* 
saria. 

Está claro que las ecuaciones (tl) son condiciones necesarias para 
la existencia de un extremo condicionado. cs decir, en lns pun- 
tos de /os extremos se cumpien ias ecuaciories ((i). La proposición 
recíproca no escierta puesto que la función puede no tener un extremo 
condicionado para todos losxey (yX) quesatisfagan las ecuariones (6). 
Entoncos hace falta realizar un estudio adicional de la naturaleza 
del punto crítico. Solucionando problemas concretos, se logra a veces 
determinar la naturaleza del punlo crítico a base del carácter del 
mismo probleina. Observemos, que los primeros miembros de las 
ecuaciones (6) son las derivadas parciales de la fimción 


F (x, y, X) / (x. y) + '/.<f ( x, y) (7) 


respecto a las variables x, y, X. 

Así, con eJ fin de ballar los vaJores de x e y que satisfagan a la 
condición (2), para los cuales la función u — f (x, y) pueda tener un 
ináxirao o un mínimo condicionado, es preciso forrnar ima función 
auxilar (7), igualar a cero sus derivadas respecto a x, y y X y deter- 
minar los desconocidos x, y (igual que el factor auxiliar X) de las 
tres ecuaciones (6) obtenidas. E1 método examinado puede ser 
extendido ai estudio deí extremo condicionado de una función de 
cualquier número de variables 

Supongamos que es preciso determinar los rnáximos y los míni- 

mos de la función u — f (x t , x z .x n ) de n variables, a condi- 

ción de que las variables x iy x 2 . x n estéu ligadas mediante 

m(m <Z n) ecuaciones: 


*2 .*n)=0. 

9*(*«. *2. ^r.) = 0. 

<Pm(*l. *Z, ••-. -r n ) = ü. 


( 8 ) 


Con el objeto de hallar los valores de x, t x 2 , . . . , x n , para los 
cuales puedan haber máximos y mínimos condicionados, hay que 
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formar la función: 


F • • • • ^l. • • • . ^>m) —f (*U • • • . ^n) ~h ^l*Pl (*!» • • • I 

-f X 2 <P2 (Xj, . . . , X n ) -f- ... -f X m <p m (x h . 
e igualar a cero sus derivadas parciales respecto a x% % x 2 , . 


-E~+^~+ ■ ■ 

• +X„-^ 

d*i dx t 

dx, 

—+x«—+ .. 


dx 2 dx z 

dx t 

-*L + A,-^+ .. 

.. +A„Í^ 

óx„ Jx n 

<>x n 


x„)+. 

Xn). 


(9) 


Detcrrninemos de las m + n ecuaciones (8) y (9) x,. x 2 , . . 
i n , así como las iuc.ÓKiiitas auxiliares X,, .... X m . Cotno en el 
caso dc una función de dos variables, el problema de la existencia 
de un rnáximo o un minimo, para los valores encontrados de 
la función o de la ausencia completa de cualquior extremo en este 
punto queda pendiente. 

Esta cuestión la resolveinos mediantc consideraciones auxiliares. 


KJcmplo f. Volvamos al problpma formuludo al principio del párralo pro* 
senle: hallar el raúxímo dc la función 

v xy;, 

si es: 

xy -f-xx f yz — a=0 (x>0, p>0, r>0). (10) 

Formcinos una función auxiliar: 

F (x, y, X) xyj ' X(xy-fxr-| yz — a). 

Hallemos sus derivadas parciales y las igualamos a cero: 

yr + X(y-fr)*>0, 1 

«lX(x+i)=0, \ (ít) 

xy-f X (x-f y)r=0. J 

Kl problema se reduco a la solución del sistema do cuatro ocuacionea (10) 
y (11) con cuatro incóguilas (x. y. :. y X). Para solucionar eato sistoma, mul- 
tipliquemos la primera ecuación de (11) pnr x, la scgunda por y. la tercera. 
por r, y sumeinos las cxpresioiies obtenidas. Teniendo en cuenta la iguaf 

dad (10), hallemos X=— - Introduciendo en (a ccuacion (11) el valor 


21 534 
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obtenido de \ oblenemos: 

yt [ 1 -~!r (l ' +,) ]" 0 ’ 
«[‘-ir ( *+*>]= 0 ' 

zy [*—ir<*+»>] =0 - 


Puesto que x, y, s scgún la naturaloza del problema son distintosde cero de las 
últimas ecuaciones se deduce: 

+ = -|f(x+.)=l, -^(X+rt-i. 

De las dos primeras ecuaciones ballemos x - y, de las ecuaciones segunda y tor- 

cera, y=»s. Pero, en cste caso so deduce de la ecuacion (10): x = y = z = 'y . 


Así, obtenemos el único sislema do los valores x, y, i para los cuales la fun- 
ción puodo tencr un múximo o un minimo. 

Se puede demostrar que éste es el punto de máximo. Lo misxno se deduco 
también de ciertas considoracioncs geométricas: según laa condiciones del pro- 
bloma, el volumen deJacajanopuedeser infinitamentegrande, por tanto, el voJu- 
men debe ser máximo para ciertos valores de sus lados. 

Entonccs, el volumen do la caja es máximo, cuando ésta tiene la forma 

de cubo, con arista igual a j/ ~ . 

Kjemplo 2. Jlallar el valormáximo do la raíz de n-ésimo grado dol producto 

de los números x t , .. ., a condición de quo la suma de estos números sea 

igual a un número dado a. El probloma, por consiguiente se puede planlear así: 


hallar el máximo do la función u = >/’x,. . . z n , a condición do qüe: 

-I- -I- — — «=0 

(x,>0, x 2 >0.x n >0). 

Formemos una función auxiliar: 


( 12 ) 


í’lx,, .... I„. .... X„ + i.(*,+Xj I-,. . + !„ — «). 

Hallemos sus derivadas parciales: 

(X, ... x„) " 

/■• = ——+ X= 0 ó u= — nXx 2 , 

1 n x 2 


F' —+X = 0 
*n n x„ 


6 u ™ — n\x n . 
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De las úllimas ecuaciones encontrcrnos: 


*!-**=•• --•*** 

y, en virtud de la ecuación (12), obtcncmos: 

I.a naturalcza del problcma dicta que en esle punto critico la función 
y' x,. . . x n liene un maximo igual a —. 

Por consiguicnte, para lodos los númproa positivos z t , x 2 . x n , lígados 

nu'dianto la correlación z t x a 4* x„ -- a > *<-* cumple la dcsigualdad: 

J ,, ... (13) 


(pucsto que, si*gún ha sido di-mnstrado, — es ol mayor valor de esta función). 

Sustituyendo a en la di'siguaidad (13) por su expresión de )a ecuación (12), 
obtenemos: 


l x,x 2 ... x ft - 


(14) 


Esla ncuación os válidn para tudos los núraero.s provistos x,. x 2 , . . ., x„. 
La expresióu del prirner inifiubro de ln igualdad (14) se llaina calor niedio geo- 
métrico de estos númoros. As», e| valor medio geométrico do unos cuantos núme- 
ros positivos no es mayor quu cl valor medio aritmético du estos núineros. 


§ 19. OHTENCION DE l’NA FLNCION 
A BASE DE DATOS EXPERIMENTALES 
SEOUN EL METODO ÜE CUADRADOS MINIMOS 

Supongamos que es prcciso determinar expcriinentalmente una 
dependeniia de la iii;igiiilud y en fiinción de x: 

y 'r (•»■)• (i) 

Sea el resultndo del experimento n valores de Ifl función y para 
los valores correspondientes del argmuento x: 


X 

■> 

X| 

. 

x n 

V 

' J ' 

Vz 


Vn 


La foritia de la función y q« (j) so determina teóricamente 
o a base del carácter de disposición en el plano de coordenadas do 
los puntos que correspondcn a los valores experimentales. Estos 
puntos se Ilaman experimentales. Supongamos que los puntos expe- 
rimentales se disponen en el plnno de coordenadas de la manera 
indicada en la fig. 187a. 


21 * 





324 


Functonet de vartas varlables 


Tomando en conaideración que durante el oxperimento tienen 
lugar errores, es natural suponer que la función desconocida y ~ 9 ) (x) 
se puede buscar en la forma de una función lineal y = ax b. 

Si los puntos e.xperirnentales cstán dispuestos de la manera 
indicada en fa fig. 187 /», es naturaf buscar fa función y = q> (x) 
en la forma: y = ax b > etc. Elegida la forma de función y = <p (x, a, 
b, c , . . .), tenemos que buscar ios parúmetros a, b, c, . . . (que 
la integran) de modo tal que la función describa de la mejor manera 
el proceso examinado. 

EI método ampliamente difundido para solucionar el problema 
dado es el de cuadrados nAnimos que consiste en lo siguiente. 



Examinemos una suma de los cuadrados de diferencias de los 
valores . que se obtienen del experimento, y la función 9 (x, a, 
b, c, . . .) en los puntos correspondienles: 


S (a, b, c, ...) = 2 Itfi — <P (*,. O. b, e, .. .)f. (2) 

I — I 

Elijamos los parámetros a, b, c, . . . de modo que esta suma 
tenga vafor mínimo: 

S(a, b, c, ...)= 2j [if|—»<P(*«• fl . c » (3) 

i — i 

Así, el probferna se ha reducido a la búsqueda de los valores de 
los parámetros a f b, c, . . ., para los cuales la función S (a, b, c, ...) 
tiene un mínimo. 

En virtud del teorema l (pág. 311) tenemos que estos valores a, b 
c, . . . satisfacen el sistema de ecuaciones 


«5 

da 


= 0 , 


dS 

db 


0 , 


dS 

dc 


0 , .... 


( 4 ) 
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o, en Ja forma desarroiJada: 



— <p(z,, a, b, e, . 

d<p(*„ o, b, c, . 

— = 0, 


da 


— <?(*,, o, b, c, . 

d<p(z it a, b, c, . 

^.=0, 


db 


— ip (x¡, a, b, c, . 

|| d<p (i¡, a. b, c, . 
dc 

.1^ = 0. 


( 5 ) 


Aquí, el número de ecuaciones es igual al de inrógnitas. Gn cada 
caso concreto se investiga la cuestión sobre la existencia de la solu- 
ción del sistema de ecuaciones (5) y del mínimo de la función 
S (a, b, c, . . .). 

Exarnincmos algunos casos de Ja detcrminación de la función 
y = <P (^, o, b, c, ...). 

I. Sea y = ax + 6. Gntonces, la función S ( a, h) tiene la forma: 
(véase la expresión (2)): 


s (a. b) = 2 — (ax¡ + b)f. («) 

I «= I 

Gsta es una función con dos variables, a y b (x, e y¡ son números 
dados; véase la tabla en la pág. 323). Pur consiguiente, 
n ^ 

~= — 2 2 ~ (ax ‘ + W 1 +—°. 

i =» i 
w 

S' = - i 2 ív ‘ _(ax ' +wi= 0' 

i = i 

es decir, el sistema de ecuaciones (5) en este caso, loma la forina: 


2 »i+ — a 2 xf — b 2 x ¡ — 0, 

< «= 1 I =* i 1 — 1 

n n 

2 y¡ — a X x i — bn — o. 

i — 1 »- 1 


0 ) 


Hemos obtenido el sistema de dos ecuaciones lineales con dos 
incógnitas a y b. Gs evidente que el sistema tiene una solución 
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determinada y la función S (a, 6 ) tiene un mínimo para los valores 
encontrados a y b •). 

II. Sea la función de aproxirnación un trinomio de segundo grado 

y = ax* ■+■ bx 4- c. 

En este cas» la expresión (2) tiene la forma: 

S(a, b, c) = i¡ [Jf 4 — (axf-f- bx, + c)f. (8) 

I — * 

Esta es una función de tres variables a, b, c. 

EI sistema de ecuaciones (5) toma la forma: 

S Itfi — ( a - r í + bx, + c)] xf = 0. 

i — i 

2 Iff) — ( a A + bx¡ + c)J x, = 0. 

1 — I 

21 [y¡ — (°- r ? + bx, + c) j=o, 

I- I 

o, en ia forma desarrollada: 



n n r» 



Obtenemos un sistema de ecuaciones lineales para determinar 
las incógnitas a, b, c. De las condiciones del prohlerna se deduce 
que el sistema tiene una solución determinada y, además, la función 
S (a, b, c) tiene un mínimo para los valores obtenidos de a, b, c. 


•) Esto se verifica fácilmente tainbién a base do las condicioncs suficien- 
tea (véase la pág. 312). En efecto, tenemos: 


iflS 

da* 

Por consiguienle, 

d»S d*S / d*S y 

da* db* \dadb) 



n 


iflS 

db* 


= n. 


" 2 2 >°->°- 

(-1 i-1 i +i 
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fCjempIo: Supongamoa que a baso de ua experimeato bemos obtenido cuatro 
valores dé la función imscada y = «I< (x), para loa cuatro valores del 
argumento (n = 4) que se dan en la tabla 


X 

i 

2 

3 

5 

y 

3 

4 

2,5 

0,5 


Dusquemos la función «p en fonna de una función lineal y — ax + b. For- 
mem<»s la expresión S (a, t): 



i=l 

l'ara forniar el sistema (7), de detrrminación de los coeficientes a y 6, cal- 
culamoa previamenle 


2 »¡*, = 2i: 2*5 = 39; 

i-| 

4 

2 »!=<«• 


i-t 

4 


2 x t 

i-t 


EI sislema (2) toma ia forma: 

21-39o — 116 =0, 

10 - 


— 39o —116=0, 1 
0— llo-46 = 0. I 


26 

"35' 


159 
35 * 


buscada (véase íig. I87c) es: 


26 , 
y = --^r-* + 


159 

35 
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$ 20. PUNTOS SIN'GL’LARES DE UNA CURVA 

E1 concepto de la derivada parcial se utiliza para el estudio de 
las curvas. 

Sea F (x, y) = 0, la ecuación de una curva. 

E1 coeficiente angular de la tangenle a la curva se determina 
según la fórmula: 

dF 
_ 0x_ 
dx dF 


0y 

(vease § 11, cap. VIII). Si por lo menos una de las derivadas parcia- 

les ~ y — no se reduce a cero cn el punto dado M ( x , y) de la curva 
ax oy 

examinada, en éste se defino ~ o . La curva F (x. y) 0 tiene 
ox oy 

en este punto una tangente bien determinada. En oste caso M (x, y) 
se llama punto simple. Al contrario, si el punto M 0 (x 0 , y 0 ) es tal que: 

(?) =0 y (") =0. 

\ dx /x=x<, \ rty /*-x, 

el coeficiente angular de Ia tangente es indeterminado. 

<t F 111' 

Definición. Si anibas derivadas parciales, ^ y ^ , 8e anulan 

en el punto M 0 (x 0 , y 0 ) óe I» curva F (i, y) = 0 éste se Ilama punto 
sinRular de la curva. Por consiguiente, el punto singular de la curva 
está determinado por el sistema de ecuaciones: 


F = 0; 


dF 

dx 


= 0 ; 


dF 

0y 


= 0 . 


Claro está que no todas las curvas tienen puntos singulares. Por 
ejemplo, para la elipse 


r 

b % 


1 = 0 ; 


es evidente que 


F(x, y) = í+f,-l; 

a b 


af 2z 

dx a 2 


dF _jty 

ay b 1 ' 


Las derivadas y se reducen a cero sólo cuando 1 = 0, y — 0. 
dx dy 
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Pero ostos valores de t e y no satisfacen la ecuación de la elipse, por 
consiguiente, la elipse no tiene puntos sipgulares. 

Sin emprender un estudio detallado de la conducta de una curva 
en la proximidad del puuto singular, exarninemos unoscuantos ejem- 
plos de curvas que tienen puntos singulares. 


Kjemplo 1. Estudiar los puntos singulares de la curva 
p 2 -x(x-a)«-0 (a>0) 

Solución. En el caso dado F (x, y) - y* — x(x —a)*, por tanto 


TT-<*-«)(•■-3*); 


dF 

óy 


■- 2y. 


Hesolvicndo trcs ecuacioncs cn conjunto: 


F(x, p)=0. 


dF 

üt 


dF 

V 


0 


hallamos cl sislema único dc valorcs dc x e y quo 
las satisface: 


*o = *. Vo '0. 


I’or consiguiente, A/ 0 (a, 0) es el punto sin- 
gular de la curva. 

Estudieroos la conducta de ta curva en la 
proximidad 'del punto singular y construyamos esta 
curva. Escribamos la ecuación dada cn la forma: 

»=*(*—«) v*. 

Du csta (órmula so deducc que la curva: 

I) ustú definida solo para x > 0; 2) cs simó- 
trica con relación al eje Ox\ 3) corta cl ej c Oi en 
los puntos (0,0) y (a, 0). Cnmo so hn indicado, el 
último punto i’s singular. 

Examinemos primero la parte dc la curva, 
conrespondientc a los vnlores positivos. 



i/ (*—*>v*. 


Hallemos la primera y sogunda dcrivadas dc y respccto a x: 

, 3x— a , 3 x-)-a 

v ~2V~x ' v yi’ 

Para x=»0 tenemos y'—oo. Por consiguiente, 1« curva toca el eje 
Oy cn ol origen de coordenadas. Para x = -jj- tenemos y'^0, p*>0, es 

decir, la función y tiene un mSnimo cnando i ~ : 


V- 


2 a 

T 



En el segmcnto 0 < x < a tenemos p<0; para cuando 

► oo, y— *co. Para r = a tcnemos p'= V°* es dPcir, la rama de la curva 
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y - -Hx — «) V x tienc una langento y Va(x — a) ©n el punlo singular 
M 0 (a,0). 

Puesto quo la sogunüa rama dc la curva y — (x — a) \ x es simélrica 
a la primcru respecto dol oje Ox, es claro quo en ol punto singular la curva tiene 
otra tangonle (a la aegunda rama) dcfinida por la ocuación 

y-= —V«'(*—«). 

I.a curva pasu dus vocos por ©I puuto singular. Tal punto so llama doble 
(o erunodal). I.a curva oxaiuinada se cxpono cn la figuru tB8a. 

I'.jcmplo 2. Ilallar los puutos singularos de la curva 
par.íboln semicúbica) 

yt — X * = 0 . 

Sulurióo. Las roordonadas do Jus puntos aingularos se 
dotorininan, rosolviendo cl sistoma de ocuacionos: 

y* - x* ^=0; 3r* 0; 2y = 0. 

Por tanto. M 0 (0, 0) cs ©I punto singulur. 

Kscribamos la ocuación dada on la fonnu 

V*=± V** • 

Para construir la curva. estudiomos al priucipio la rama 
quo correspondo a los valores positivos: la otra rarna do lu 
curva, corrcspondionto a los valores nogativos, no nccesita uu 
osludio ospocial, pueslo quo es simétrica a la primora con rela- 
ción al ejo Ox. 

La función y cfltá definida sólo para 0, no cs nogaliva y crcce con 
©1 aumento do x. Hallcmos primora y segunde dorivadas do la función y V x*: 



Para x 0 tenemos: y = 0. y' = 0. Por consiguiento. la ruma exaiuinada 
do lu curva tiene una tangente y — 0 en cl orígon do coordenadas. La sogunda 
rama de la curva y — Vx* también pasa por el origen do coordenadas leniendo 
la misma tangonte y 0. Por tanto, dos diferentea ramas do la curva pasan 
por el origen de coordenadas, tienen una inisrna tangonte y se disponen .híiuó- 
tricamento por ambos lados do esta tangento. Tal punto singular se llama punto 
de retroceso de primera eaprete (fig. 188 6). 

Observación. So pucde considorar la curva y* — x* = Ocomo un caso límite 
do la curva y a x (x — a) a (oxaminadn en cl ejemplo 1), cuando a -» 0, es docir, 
cuando el lazo de h curva se contrao hasta reducirse a un solo punto. 

EJemplo 3. Estudiar la curva (y — x a ) a — x* = 0. 

Solucfón. Las coordonadas de /os puutos singuiaros se dcterminan por 
«1 sistema de ocuacionos 

— 4x (y_x*)_5x« = 0; 2 (y — x*) =0, 

quo tieno la solución única: x = 0, y = 0. Por tanto, el origen de coordenadaa 
os un punto singular. 

Eacribamos la ocuación dada on la fortna: y - x a nt Vx*. De esta ecuación 
se deduce que x puede tomar todos los valores comprendidos entre 0 y + oo. 



Flg. J88b 
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Hallcmns laa derivadas de primer y segundo orden: 

tí'-fcri-f-Vi 5 ; v- = 2±^-\/x. 

Estudiemoa por separado las ramaa de la curva que correaponden respecti- 
vamente a loa valores positivoa y negativoa. _En ambos caaoa para x «= 0 tene- 
moa: y = 0, y' = 0, es decir, el eje Ox es la única tangente para las dos ramaa. 
Examinemoa al principio la rama 

. i/ =i*-f yí*. 

Cuando x crece deade 0 hasla oo, y también crece desde 0 hasta oo. La rama 
segunda 

y=x*—yí» 

corta el ejo Ox en los puntos (0, 0) y (I, 0). Cuando x = , la función y * 



=» x* — Vx» tiene un máxtmo. Si x -*• -f- oo, enlonces u -*■ — oo. 

Así. las dos ramas de ia curva pasan por el origen de coordenadas. Ambas 
tionen una misma tangente y se disponen por un lado do ésta, en la vecindad 
del punto de contacto. Tal punto siugular sc llama punto de retroceto de tegunda 
etpecle. La gráfica de la función estudiada está oxpuosta en la figura 189. 

EJeniplo 4. Estudiar la curva y* — x 4 + x» = 0. 

Solución. E1 origen de coordcnadas ea un punto stngiilar. Para examinar 
variación de la curva en la vecindad de esle punto escribamoa la ecuación 
de la curva en forma: 


y=±x* 

Puesto que en la ecuación enlran solamente potencías pares de las variablea, 
la curva es súpétrica con relación a Ios ojes de coordenadas y, por consiguiente, 
es auficiente estudiar una parte de la curva, correspondiente a los valoros posi- 
tivos de x e y. De la última ecuación se deduce que x puede variar en el seg- 
rnento desde ü haata 1» es docir, 0 < x -< I. 
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líallcmo.t la primcra derivada para la rama do la curvn quo presonta grá- 
ficamente la función y = -f- x*Vl — x%: 

»(2-3»«) 

VT^i ' 


-• Cll 


Para x = ü tencmos: y - 0, y' 0. Por tanto, la curva toca i 
cl nrigon do cnordcnadas. 

Para x = 1 tenemoa: y — 0, y' — oo. Por consiguionte, en ol punlo (1,0) 

la tangente es paralela al ejo Oy. Cuando x — /I , la función tienc un tnáii* 


mo (fig. 190). 

En el origen de coordenadas (en el punto singular) las dos ramas de la curva, 
quo corresponden a los signos positivo y negativo delanlo dc ia raíz, so tocan 



mutuamente. Tal punlo singular so llama punto de osculación (so llama 
también iacnodo). 

Kjemplo 5. Ksludiar la curva y* — x % (x — 1) - 0. 

Solución. Kscribamos ol sistema de ecuaciones quo dcfino los puntos sin- 
gulares: 

y*-x*(r—1)=0; -3x* { 2x = 0; 2p=0. 

Esto sistoma tiono la solución: x = 0, y = 0, por consiguiente, el punt o (0. 0 ) 
de facurva essingular. Escribamosla ocuación dada en la forma y — ± xV 1 
Es evidenle que x puede tomar todcs los valores comprendidos entre 1 y -f- oo, 
asi como el valor ae ccro (en este caso y = 0). 

Estudiamos la rama de la curva correspondiente al valor poailivo, delante 
de la raíz. Cuando x crece dosde 1 hasta oo, y aumenla también desde 0 bas- 
ta oo. La derivada es: 

, 3x —2 

v 2 y~\ * 

Para x = 1 tencmos y' = oo. Por consiguiente, en el punto (1,0) la tan 
gente es paralela ol eje Oy. 

La segunda rama de la curva, que corrcsponde al signo negativo, es 
simétrica a la primcrn respecto al eje Ox. 
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El punto (0, 0) tiene coordenadas que satisfacen la ecuación y. por tanto, 
perteiune a la curva. pero en su vecindad no hay otros punlos de la curva 
(fig. 191). E1 punto singular de este géncro se llaina aislado. 


Ejerricios para cl capítulo VIII 


Hallar las derivadas parciale.s do las siguientes funciones: 

1. x — x 2 sen* y. Uesp. 2z sen* y; x*sen2y. 2. fíesp. 


V**+e+1* 


t+**»* 


6. 2 — arcotg -1- . fíesp. 


7. r= In 


. fí fsp . - 

V**+ + * dx 


8. u = r u -J- e v . fíesp. e v ; 

r »7r y üy 


e M . 9i * *= arcsen (z |- y). /fejrp. 


Vx* u* 

1 :*. 

fíetp. — 

, „„ dl 


y dz 

" p - dz 

1 ■+ e*y* ’ dy 

1 —y 


dz x 

I x* + ,< 

1 ‘ 

óy x* -+ y * 

2 

ó: 

2x 

"+U* 

óy 

v 1/"+»* 


X 

s 

X 


* ,T. ‘ 5 “ 

v* * 


y* ’ di 

i 



l/t-u ; 

»i* 

<)y 



— V 


f/ z* — y* „ dz y* óz 

- arcolg K ^+rr ■ «'*!-■ - xyí +f7 • 17" 

llollar las diferenciales lotales de las siguientes fuuciones 
II. a = r*-f zy* | sen y. fícsp. dz (2x -\ y*)dx+ (2xy -f cos y) dy. 12. z = ln(xy). 

fíttp di=~ + ^- . 13. ,-,**+". Hetp. d: 2í" 1 " (* dx + p d„). 

14. «^IgPu-uJ+B» 1 '. fíetp. + (~ ros . ( L-,) + 

ln lí) dy • In 6 dz. 15. ic-arcsen—. fíetp. du- ' J , JL ~z. ■ 

' y i v i Ví 5 —** 

16. Hallar f' x (2, 3) y /' (2, 3) si /<x, y)«^x*H y*. fíespuesta: f‘ x (2, 3) = 4, 
f‘ u ( 2, 3) =27. 17. Hallar df(z,y) para x*=l, y=0; dx = ^/r * ~ \ s * 


f(x, y) «B V'* l V *• fíespuesta: ~ . 18. Hallar para los pequeiios valores 
absolulos dc las variables x, y, t una fórmula que da la expresión aproxú 
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mada para: ^ - fíetpuetta : 1+ ~^~ (z—y—s). 19. Hallar lo mismo 

P * n ‘ V ^llvf: ' 1 + 4-<*->'-‘>- 20 - H * U » r 

si x = u-f-y*, u — z* f seny, v^ln(x-j-y). fíetputtia: -^- = 2x4-2^—í—; 

dx x-f V 

. dz , „ 1 rti iT ii dr _ / 14- u 

dy x-fy dx ' dy ’ r i + n ' 

— —cosx; v — cos x. fíespuetia : --- ; -4^- = 0. 22. Ilallar 

dx x d * 9x 


y , si * = c tJ_ * p , u senz, u = x*-f y 1 . Respucsta: -^-a^e u-iP (co9x—6x>) t 

(0-2.2,,) —4ye u -* r . 23. Hallur las dcrivadas totales de las 

dy 

íunciones dadas: t = «rcsen(u-fp); u = scnxcosa; u = cosxsena. fíetp. 

-%¡T =i ' 8i U*- Y< z +.*< 2kn + 'T' 4x ~ i% 8i 2fcn + T < x +“< 

< (2k -f 1) n -f 4r • 24. u=--• V = osonx; z rosx. fíesp. -^- = 

- a* j-1 dx 

= e ox senx. 25. 2 In (I — x 4 ); x = Vsen0; -^-= — 2tRÜ. 

00 

llallar las dcrivadas de las íunciones implícitas do x, dadas por las 
ccuacioncs 

«■ 4 + 4 -'-°- ** - 5 -f- »-- 5 —S—■ 

■S--S- 7 - 28 -<■»>--- 

— dy y (cos(xy)-—e x ^ —2x) x* y* s* 

^ dx x |x-fe x »' —cos (xy)| ’ a* * 6* e* ’ 

, ... dt dl n dz c*x ds r*y 

halle.se —— y . fíesp. —— -; —— = . 31. u — v Igaw- 0; 

0x ity r 0x a*z dy b*S 

.... dw dur dw cos* aw dw sen 2 aw __ . , 

hállese -r— y-r—. fíetp. -r-*= -; —¡—=-=-. 32. t*-f 

0u 0 v 0u a v dv 2av 

4•—■Vi/*-:*; demuéstreso quo x* -j- ——~ . 33. — = F f — 1 ; 

x r n dx'ydyz x V*/ 

dcmuéstrese quo xf V-4-=• *« sca cual íuora la función derivable F. 
n dz dy 

Calcular las dorivadas parciales de segundo orden*. 

34. « = r»-4x» í + 5v«. H'.p. = 6x-8|,; = -8x; - 10. 
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35. *=e x In y f-son y In x. fíesp. = e x In y ——«s-íü-j. 

0* s x* dz du y 


. COS u e* . „ _ 

H--— ; —-jl—scn y ln r. 36. Demostrar que, si u = 


d* dy y ' 

1 

V^rl'K' 


1 _ . ■ „ . --~- bvii iii i. ov. iwiuuairar 'iuu, si u =- - 

1 »»* »* M y I . +1( t + ,t 

d*u t?*u d*u x*i/* 

entonces: -f- ■ 4- ~ , - a - ^ 0. 37. Demostror que, s¡ * =- - — entonces: 

o* s oy* oí* * r-f y 

tflz tfl: . 3 * 

x f y 2 • 38. Demostrar que, s¡ x = In (r*+y*) entonces: 

tflz (fll 

-fct + “^p = 0. 39. Dcmostrnr que, s¡ s = q>(y-f-ax)-f i|>(y — ax), entonces: 


dyt d*t 

para qi y t|’ cualesquiera. derivadas dos veces. 

40. Ilallar la derivada de la lunción z -3r« — xy-\ u* en el punto M (!. 2) 
siguiendo dirccción quc furma con el eje Ox el hiiruÍo de 60°. / iespuesta : 

5+ii V*5. 

41. Iiall ar la derivada de la función * = 5x*— 3x — y— 1 en el punto 
M (2, 1) siguiendo la dirección de la recta qun une este punto con el nunto 
N (5. 5). fíespuesla: 9, 4. 

42. Hallar la derivada de la función /(x, y), siguiendo las direcciones: 

1) de la liisectriz del óngulo decoordenadasOxy. fíespuesla: — LtL\ . 

y 2 V dx dy ) 

2) del semieje negativo Oi. Iiespuesta: —£L., 

ox 

43. I (x, p) = x*-f 3* 2 H 4ry4 I/ 2 - Demostrar que en el punto M f __ L j 

la derivadu es igual u cero, sjguiendo cunlquier dirección ("funcion 
estacionaria"). 

44. Determinar de todus los triángulos de igual perimelro 2 p e) que 
tieno mayor órea. fíespuesia: triángulo equilólero. 

45. Ilallnr un paralelepipedu rectangular de área lotal dada S que tenga 

cl volumcn móximo. fíespuesia: cubo con arista igual a j/". 

46. llallar la distnncia enlre dos rectas en el espacio, cuyas ecuaciones 

x—I y : x y z T/2 

80n; _,_ =Tt _^ T = T . fíespuesta: . 

Analizar el máxitno y el tninimo de la función: 

47. * = x*y*(a — x — y). fíespuesta: máximo * para x =~ \ j/ = . 4g. 2 = 

•fcx*-} »y4v 2 H-1 ” • fíespuesta: mínimo z para x y — . 

* V 

49. * = sen r-f sen |t4sen (xH y) <r <-^-; 0<y <-^-J fíespuesta: 


móximo z para r=y=-^-. 

50. z -ason x sen y sen (x-|- y) (0<x<ji; 0<y<«); fíespueste: móximo z 

n 

para z~y = -j-. 
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Hallar los puntos aingulares de las rurvas siguientes. unalizar la nalu- 
ruleza ile estos puntos singulares y escribir las ecuaciones de las tangentes 
en estos puntos: 

51. xt-i-y* — 3dx|/»0. Retpuesla : ,t/ 0 (0, UJ es nudo; * = 0, y= 0 son 
ecuaciones de las langentes. 

52. x«(a* — x*). fíespuesia : punto de osculación en el origen de 
coordenadas; langente duble y* = 0. 

53. y*~ñ-~ —• fíespuesta : Af 0 (0, 0) os punto de retroceso de primera 


especie, y* = 0 es la ecuación de la langente. 

54. y* = x*(9 —x*). fíespuetia: M 0 (0, 0) es nudo, y = ±3x son las ccua- 
Ciones d 0 las tangentes. 

55. x 4 —2ax*y — axy* \- a*x* 0. fíespuetta ; t/ 0 (0, 0) os punto de rctroceso 
de segunda especie; y 2 0 os la ecuación de la langcnte doble. 

56. y*(a*-f-x*) = x 2 (a*—x 2 ). fíeipuesta: M 0 ( 0, 0) es nudo; y =±x son 
las ecuaciones de las tangentes. 

57. 6*x*-f a*y*— x*y*. fíetpuesta. A/ 0 (0, 0| ea un punlo aislado. 

58. Demoslrar que el origen de cr>oraenadas para la curva y xlnx cs 
un punto extremo y que en este punto el ojo <)y es tangente a In curva. 

59. Demostrar que el origpn ae roerdenadas es el punto angulnr de ln 


curva y = —-—j y que las langentes en esle punto son; a la derecha y = 0 
í + e* 

y a la jzquierda y = x. 




CAPITULO IX 


APLICACIONES DEL CALCULO DIFERENCIAL 
A LA GEOMETRIA DEL ESPACIO 


§ I. KCUACIONES OE LA CUKVA EN EL ESPACIO 

Ksludieimis el vector UA — r cuyo origen coiucide con cl dc 
coordenadas, y su cstremo es un punto A (x, y, z) (fig. 192). Este 
vector se llama radio ivclor. 



Fig. 102 


Expresemos este veclnr mediante sus proyccciones sobre Ins 
ejes de coordenadas: 

r - xl -f yj + * A - . (I) 

Supongamos que las prnyccciones del vcctor »• sou fiinciones de 
cierlo parámetro I: 

•* = <!>(*). ] 

y = 'Hl). ? ‘ ( 2 ) 

* = X(0- J 

Kn este caso la fórmula (1) sc puede escribir asi: 

r = V (0 i + ♦ (i)J + X «)*' (1*) 

o, en la forma inús breve: 

r — r ( t). (I) 

Cuandn I varia, las coordenadas x, y, z varían también y el punto A, 
que es el extremo del vector r, describirá en el espacio una linea 
llamada hodógra/o del vector r r ((). Las ecuaciones (l') o (1*), 


22 5.14 



338 


.Iplícaciones dcl cálculo dijcrencia! a ln geometría del espacio 


se Ilarnan ecuaciones vecloriaies de una línea en el espacío. Las ecua- 
ciones (2) se llaman ecuaciones paramétricas de una línea en el 
espario. Con ecuaciones se detcrminan las coordenadas x. y, z del 
punto correspondienle de Ja curva para rada valor dr t. 

Observación. La curva en el espacio puede definirse también 
como el lugar geométrico de los punlos de intersección de dos super- 



ficies. Por tanto, esta curva puede estar dada p<ir las dos ecuaciones 
de estas superíicics: 


y. z) = 0, \ 
y. l)=0. I 


Ct) 


Así, por ejemplo, las ecuaciones 


x : 4 - y : + z ! = ó, ¿ —■ i 


son las de una circunferencia en el espacio que se obtiene comn resul- 
tado de la intersección de una esfera con un plauo (fig. líl.'i). 

Así, la curva en el espacio pucde ser expresada o bien por las 
ecuaciones paramétricas (2), o bien mediante dos ecuaciones d«- las 
superficies (3). 

Sí eliminamos el parámetro t de las ecuaciones (2), y obtciiemos 
dos ecuaciones que ligan x, y y z, realizarnos el paso de las ciirvas 
dadas por ol procedimiento pnraniétrico « l«s curvas expresadas por 
la intersección de dos superíicies. Hecíprocaineiite. si ponemos 
x — cp (0 (donde cp (í) es una función arbitraria) y hallamos y y z 
como funciones de t de las ecuaciones 

í», I9 (0. y. =■ 0, <1>; I9 (<). y. :l = 0, 
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realizamos el paso de las curvas expresadas por la intersección de 
dos superficies a las curvas dadas por el procedimiento paramétrico. 

Ejemplo t. Sean 

*=4i — 1, y = 3/, 2 

las ecuaciones paramétricas de una recta. Kliminando el parámetro t obtene- 


mos dos ecuaciories cada una de las 
ejeinplo. al restar sucesivamente, término 
la segunda y la tercera, obtenemos: 



* Ct 


es la ccuación de un plano. Por 
término, de la primera ecuación 
_ y — x = — 3. Por otro lado. 



F¡«. 194 


restando lu tercera. previamente ciiadruplicHd.i de ia primera ecuación, obtenc- 
inos: * — 4s — 9. Kesulta que la recta duda es una línea de interseccióu 
dc los planos * — y — s -f 3 0 y * — 4s 9 *= 0. 

Ejnuplo 2. Exatnincmo.' un cilindro n*clo dc radio a cuyo eje coincido 
ron «*l eje Ot (f¡R. I9í) Arrolleinos sobre este cilindro un triángulo rectángulo 
C X A(' do modo quo el vértice A de! triángulo coincida con ol punto do inter- 
sección de la generatriz del cilindro con »»l ejo Oz, y el catcto AC¡ s« arrollo 
wbre lu sección do esie citmdro, situada en el planu Oxy. F.n este caao la hipu- 
tenusa formará sobre cl rilindro una ünea llumnda hilicc. 

Escribanios lu ecuación del hélire, designando por x, g, ; las coordo- 
nudas de su punto variable M y por t el ángubi AOP (véasc !a figura 194). 
Enlonces: 

s ucosf, y -asent, x*=PM AP tgO, 
doiule, 0 designa el átigul»» ugndo del triángulo (\AC. Nolemos que AP =*= at 
(puesi'i que AP es « I un<> di* una rirrunferencia dc radio a correspondiente 
nl ángulo ccntrnl /I di’siguemos Ig H i*«>r r». Asi ohlenomos las ecuaciones para- 
métricas del Itélict : 

* a cos f, y a sen /, x = amt 
(aquí t es el paránielro), n cn fonna vectorinl: 

r =* ia cos t -f -Ja sen / -f- k amt. 

De las ccuaciones puramétricas del liélice es fácil elirainar el riaráme- 
tro t. Klevando nl cuadrado dos primeras ccuaciones y sumandolas, 

22 * 





340 Apllcaciones del cálculo di/erencial a Ia geomeiria del espacio 


haliamos z' + y* = a*. Esla cs (a ecuación dei ciiindro sobre ei cuai 
eslá trazado el hílice. Ahora, dividiendo, lermino a tónnino, la svgunda 
ccuación por la primera y sustituyendo en la relación obtenida ei valor de t 
haiiado de ia tercera ecuación, encontremos ia ecuacíón de otra superficie 
sobre que está trazada el hélice: 



Esta es lu lUmada tuptrflcie helicoidal (hcllcoide ). Se puedc considerarla 
cozno Ja hueiia áe\ movimienio de una semirrecta paralela ai piano Ozy qup 
tiene siempro uno de sus extremos on el eje Oi, mientras que la misina somirrccta 
giraalrededordel ejeOs con una velocidad angular constante, y al mismo tiempo, 
con una volocidad constante, se despissa hacia arri ba. E) héíice noes más que 
una línoa de intersección de estas Uos superficies. Por e.so, el hélice sc puede 
definir medjante dos ecuaciom*s: 

**+»* = «*, -7 • 

x ftm 


4 2. LIMITE Y DBRIVADA DE LNA FUNCION VECTORIAL 
DE UN ARGUMENTO ESCALAR. 

ECUACION DE LA TANGENTE A L'NA CURVA. 
ECUACION DEL PLANO NORMAL 


Ó 


Voivamos a las fórmuias (i') y (!') del párrafo anterior: 
r = q> (/) i + V (0 j + x (0 * 


r ■? r(í). 

En el caso general cuando / varia, la inagnitud y la dirocción dol 
vector r varían también. Se dice que r es una función vectorial dol 
argumento escalar /. 

Supongamos que: 


lim «T (^) = <4’o. 
i - 1* 

Hm tt)(/) = t|> n , 

r-i, 

lím x (0 = Xo- 

>0 -* I• 

Eo este caso se dice que el vector r 0 = <f<¡ 4 + +o J + Xa A’ es e) 
limite del vector r — r (t) (fig. 195); 


)¡m r (f) = r„. 

i • i„ 

De la última ecuación se deduce quc: 

lim|r(0—»' 0 |= lím Kl<p(t) — (fol* + WO — ’l’ol* + Ix(0 — Xol* = ü 

I (q 1 *♦ *0 

y 

lim l r (<) | = | r 0 1. 

i- >• 
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Pasemos ahora a la noción de la derivada de una función vectorial 
del argumento escalar 

<• (t) = <p (0 * + ♦ (t) J + x (t) k, (i) 

suponiendo que el origen del vector r (/) coincide con el origen de 
coordenadas. Sabemos que lu última ecuación es la ecuación vecto- 
riaJ de una Jinea en ei espacio. 


i > 



y 
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Elijamos uii valor ffijo de t , que corresponda n un punto deter- 
minado M en la curva, y demos a t un iucremento A/; en este caso 
ohtenemos el vector: 

#• (/ + A/) ~ «p (/ H Al) l + t|> (/ i A t)J + x (< + Al) A\ 

que determina en la curvn un punto Af, (fig. 196). Hallemos el 
incremento del vector: 

A#*= #• (I -f Aff) — #•(/) = [vd + A/) — «f(/)| i + 

+ [tr(/+ a/)+ A0-x(01*. 

Este incremento está representado en ln figura 196, por el 
vector MM X — A r (/) donde OM — #• (/), OM\ =#•(/+ A/). Consi- 

derernos In razón - r ~ del incremento de la función vcctorial! res- 
A/ ' 

pecto nl incremento dei argumento escalar; será, evidentcmente, un 
v¿*ctor coiineaJ con el veclor A/* (/), pueslo que se obtiene de esle 

último, al inultiplicarlo por faclor escalar . Podemos escribir 
este vector en la forma: 

A#-(/) = cp(/+ A/) — «p </) . 

A/ A/ 

(/ + A/) — V?(l) . . x(lhA/)- X (J) . 
A/ J A/ 
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Si las derivadas de las funciones <p ( 0 . ^ ( 0 * X (0 existen para 
el valor elegido de /, los factores de i, j,k se transformarán en las 
derivadas ip' (/), y' (/), x' (0* tendiendo al líroite, cuando A/ -► 0. 

Por tanto, en este caso, el límite ~ existe cuando A/ -► 0, y es 

igual al vector (/) i -f 'j>' (/) j + x' (0 k- 

lim = * +’*’ W J + x' (<)*• 

&( —o at 
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El vector determinado por la última igualdad se llama derlvada 
del vector r (/) respeclo al argumento escalar t. La derivada se 

designa por el símbolo o r'. 

Así 


ó 


+tK(<) j +x'(0A- 


( 2 ) 


— = — / + -í^-./ + — Jt. 
dt dt dt dt 


( 2 ) 


Determinemos la dirección del vector -j- . 

at 

Cuando A/0, el punto M t tiende al punto M y la dirección 
de la secante MM X coincide en el límite con la de la tangente. Por 

tanto, el vector de la derivada ~ está dirigido a lo largo de la tan- 
gente a la curva en el punto M. E1 largo del vector ~ se determina 
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por la fórmula*) 


= Vl<p(í)f + [*'(í)f + [x<<)f. (3) 

Los resultados obtenidos permitcn escribir la ecuación de la 
tant'ente a la curva 

r xi + yj -f- zk 

en el punto \í (x, y. z), tenicndo en cuenta que en la ecuación de 
la curva x — (/), y — $ (/), z x (0- 

La et'iiación de la recta que pasa por el punto M ( x, y, z) tiene 
la forma: 

A’ — x _ V — y _ Z — z 

m /i p 

domle X. )\ Z son coordenadas de un punlo variable de la recta 
y rn. n, p, las magnitudes proporcionales a los cosenos directores 
de esta recta (es decir, a las proyecciones del vector director de la 
recta). 

Por otra parte hemos establecido que el vector 

d r - *i .i 

tit dl dt dt 



eatá dirigido, siguiendo la taugente. Por eso las proyecciones do 
este vector son los números proporcionales a los coeenos directores 
de la tangente y, por consiguiente, a los números m, n, p. La eniación 
de la tangente será eutoncos: 


X -X Y -y Z z 
dx dy dz 

dt dl dt 


(4) 


Kjcmplo I. Ksrribir la «•cnariún dc la langi'nto al liélice 
i n ro.s I, y - n scn t, Z uml. 

para l arbitrarín y pftra / -y . 

Solución. 

iíj du dz 

-j— -»4!<cn/. fl cos I, -t— an i. 


*) .Supongamos quc cn los punlos cstuiliados — | -f 0. 
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Sogün la fórmula (4) loncmos: 

X — a cos t Y—a sen t —amt 

— a son I a cos t ~ am 


En particular, cuamlo / = —, obtenomos: 

v «V2 v -ví 


a 


Lo mismo que en el caso de una curva plana. la recta, perpendi- 
cular a la tangente y que pasa por el punto de taugencid, se llama 
normal a la curva en el espacio en el punto dado. Es evidenle que 
existe una infinidad de normales a la curva en el espacio en el punto 
dado. Todas ellas se hullan en un plano perpendicular a la larus'ente. 
E1 plano ineucionado se llama plano normal. 

Deduzcamos la ecuación del plano iionual, partiendo de lft con- 
dición de su perpendicularidad respccto a In tamjente (4): 

^-(X-x) + ^-(Y-y) + -^-(X-z) = 0. (5) 

ill dt dt 


Ejemplu 2. Eseribir l.i eciiHCión «lol plano normal n la liólice en el 


punto (lomln t 


4 ■ 


Solución. t ’lilizamlo los resullados ilel ejomplo I y la fóriuii- 
la (5), tenenios: 

(«■-^ 5 ) <"£ (>'-4 Í ) H- (*— t) 


Deduzcamos ahora la ecuación de la tangente y del plano normal 
para una curva en el espacio en el caso de nno curva dada por las 
ecuaciones: 

«1», ( x, y, a) = 0, íp 2 (*, y, z) = 0. (6) 

Expresenios las coordenadas x, y, z de csta curva en función 
de un parámetro arbitrario t: 

x = <r (i). y = 'I' (')• = x (')• (7) 

Supongamos que q> (I), q (I), */ (t) son las [unciones dcrivables de l. 

Sustituyendo x, y, z en la ecuación (6) por sus valores en (unción 
de I para los puntos de la curva, obtenemos dos identidades respec- 
to a t: 


<r>,[qi«), ♦(!), X(0J = 0. 
®al<p(<). ♦«). X(<)] = 0- 


(Sa) 

(8b) 
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Derivándolas respecto a /, encontramos 


da>, 

dx 


<M>, 


íXL>, 

dz 

= 0. 

dx 

~df 

i 

dy 

dt + 

Oz 

Ht~ 

dt\K 

dx 

_4_ 

<M> 2 

*L + 

rXD. 

dz 

= 0. 

Ox 

~dt 


dy 

dt + 

dz 

~dt 


De las ecuaciones (9) se deduce que 


dx 


<M> 2 

<M>, 

<XI> 2 

dy 

<M>, ó<D 2 


<M> 2 


dt 

oy 

dz 

0z 

Oy 

dt 

dz dx 

Ox 

dz 

(10) 

dz 

<*i>. 

M>. 

<XI>, 

<XI> 2 ' 

dz 

d»D, e>l>2 

<xt>, 

*d 2 ' 

dt 

dx 

0y 

dy 

dx 

dt 

dx dy 

dy 

dx 


Supongamos 

que —i 

1 fiX 

o v ~ ' 

óa>, 

a v 


•. Sin embargc 

>, se 

puede 


dernostrar que las fórmulas definitivas (11) y (12) (que aparecen 
niás ahajo) son también válidas para el caso en que esta expresión 
es iqual a cero, sicmpre y cuando por lo menos uno de Iris determi- 
nantes que figuran en estas formulas cs diferente de ccro. De las 
iqualdades (10) tenemas: 

dx dy dz 

dt _ dt _ dt 

cWt fXlK rMP, <XI>, 00^ __ fKV, d® 2 frV z <*I>, <*I>2 ’ 

dy dl dz Oy dz dx dx dz dx dy dy dx 

Por tanto, cn virtud de la fórmuln (4), la ecuación de la tanqente 
tendrá la forma: 

_ X — x _ _ V’ — y _ Z — z 

í*I>, frV, <fiV, ~ rXI>, íXÍ) 2 ód>, <XI> 2 ~ Ó<f), ¿KI>2 cKI> 2 ' 

Oy úz ds dy dz dx Ox dz óx dy dy óx 

o, utiiizando determiuantes: 


X-x Y — y Z-z 


<XD, <M>, 


<M>, <XI>, 


<M>, 

M>, 

Oy Oz 


óz óx 


dx 

0y 

<m > 2 <xd 2 


<xii 2 fXI>, 


<M>, 

<m > 2 

dy dz 


dz dx 


dx 

dy 


(11) 
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La ecuación del plano normal aerá 



dtP, dd», 


<W> 4 d*I>, 


dd>, M>, 


dy dz 


dz dx 


dx dy 

x) 

¿*I>, 

+ (Y - y) 


+ (Z -1) 

W)j (F I>2 


Oy úz 


úz Úx 





Ffg. 10 7 


Las úitimaa fórmulaí» son váiida.s sólo cuando en éatas por lo 
nienoa uno de loa determinantes es diferente de cero. Si en un punto 
de la curva todos los tres determinantes 


(All, c«I> t 


d<I>, <XI>, 


<XI>, rt<l>, 

úy úz 


úz úx 


dx dy 

dtl> 2 <Xl>, 

' 

<>a> 2 txi>. 


ÓKI>. íXI>. 

úy úz 


dz úx 


dx dy 


se anulan, el punto mencionado se llama punto singular <lc ia curva 
en el espacio. La curva puede no tener ninguna tangente en este 
punto, igual que en if>s puntos singuiares de las curvas planas 
(véase § 19, cap. VIII). 

EJemplo 3. Hallar la» ecuaciones do la tangenio y del tilano uormal 
ala curva definida por la intersección do la esfera x* 4- y* -b ** = 4r*, y el 
ilindro x % -f- g* 2ry en el punlo M (r, r, r~\/2 ) (fig. 197). 
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Solurión. 


d»i (x, y. *) = x*-f y* 2 * — 4r*. 
V. *) = x* + |f* — 2ry, 


<MD| 

dx 


t2 *' 

<^2 „ 

dx ■ ' dy ~ w ' dz 
Los valores de las derivadas en el punto dado M serán: 

JfiL - 2r, —' 2r. 2r V2 

dx ’ dy ’ d2 v ** 




2y. 


¿KD t 


2y — 2r, 


rf0>2 


2z. 

0. 


(kj) 2 

-zr ' Jr - 


(*D 2 


-U. 


oy d: 

l’or eno, ln ecuación do la tangentc es 

X-r V-r jg-r V2 

0 V2 “* ’ 

y In ecuación del plano uorinal 

V2(l'-r)-(Z-r V2) = 0. 


ft 3. HEGLAS DE DERIVACION DE LOS VECTORES 
(FUNCIONES VECTORIALES) 


Memos definido la 

derivada 

del vcctor 


r(t) - 

'i (i)i * 

♦ (0J + x (0k 

(») 

es igual n 




r' (0 =- 

<t' (D¡ + 

V (0J + X' (0k. 

(2) 


L)c csta definición se deduce imnediatamente que las reglas 
fundamentales de )a derivación de las funciones son válidas tambión 
para los vectores. 

Introduzcamos aliora ciertas fóriiiulas dc derivación de las 
funciones a partir de los vectores. Estas fórmnlas nos serán necesarias 
más adelante. 

i. La derivada dc la suma de vectnres es if’ual a la suma de deriradas 
de estos i'ectores. 

En efecto, si están dados dos vcctores 

n <0 = T. <0 * + Vi d) j + X. (0 A*. ] „ 

su suma será: 

Vt (t) + r 2 ( t) = 

= Ifi (0 + <P2 (<»< + l<fi (0 + (OIJ + Ixt (0 + Xj (<)l *• 
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Scgún la definición, la derivada de un vector variable es: 

(0 + % («)T i + ['fr, (0 + tfc (0r J + 

dt 

+ixi<o+»(or* 

6 

=i»; (o +(oj > + ['i>; (o+<oi j + 


+ [x’, (0 + xi (01 * = +, (0 i + +, (0 j + x', (o * + <+ (0 * + 

(1) J + Xu (0 k — *'» 4* r z- 

Por tanto, 

d\r t (t)+ dr t . dr 2 (|) 

dt dt dt ' 

II. La derivada del producto escalar de dos vectores se cxpresa 
mediante la fórmula: 


d (r t r¡) dr t dr 2 

---^ ■ — i'z _ r r¡ *— 

dt dt dt 


(ii) 


En efecto, si los vcctores /•, (/),• r z (0 están delinidos por las 
fórinulas (3), su producto escalar es igual 

<•, (0 ' i (0 = + 'l’i'ti + X,X2- 

Por eso 


d( <•,<•■■,) 
dt 


— Ti'fs + ‘iiTa + 'l’i't'! + 'lt+ + X,X2 + XiXs — 


= <T,Ts + tiTz + XÍXs) + (T,T¿ + +,'í>¿ + Xitó = 

= (Ti< + 'l’ii + XÍ*) (Tj< + 'l'ji + X:*) + 

+ (T,< + Tii + X,*) (T ii + +i J + XÍ*) = < i + <T ~7 

al at 

Queda así demostrado el teorema. 

í)e la fórmula (íl) se deduce siguiente corolario importante. 
Corolario: Si e es un vector unitario , es decir , | e | = 1, m deri- 
vada es un vector perpendicular al vector unitario. 

Demostracjón: Si e es un vector unitario, entonces: 
ee = 1. 
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Derivemos arnbos miembros de ia últimn igoaldad respccto a /: 
de , de 

e -q- e — 0, 

dt di 


2e 


de 

~dt 


ea decir, el producto escalar 


de 

~dt 


= 0 , 


lo que significa quc el vcctor es perpendicular al vector e. 

III. Si f (l) es una función escalar y r (t) es junción vectorial, 
entonces la derivada del producto f (t) ■ r(t) se expresa por la fórmula: 


d(M _ df - dr 
dt dt dt 


( 111 ) 


Deinostración: 

Si r (t) se determina por la fórmula (I), entonces f (!) r (/) = 
= /(/) V «)<-) /(/) 'I' (t)j + /(/) X (0 
Según la fórmula (2), tenemos: 

t ut , 

]j + 


(-& * + /■$■) *•=-4r <f < + *■> + x*> + 

V dt at / üt 

V rf/ dt dt ) dt dt 


I» quc se tralaha de demoslrar. 


Si / (/) = a consl, entonccs ^ = 0 y se deducc* la regla 
siguiente. 

IV. £/ Jactor constante numirico se pucde sacar fuera del signo 
de la derivada 


rf(g.r(f)) = fl dr =ar . 
d/ d/ 


(IV) 
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l)e modo análogo al empleado en la fórmuln II se demuestra qne: 
V. La derivada del producto vectorial de los vectores r t ( I) y r 2 (í). 
se determina por la fórmula : 


<Ur,r rj dr, 


dt 


= _xr 5 + r tJ - 


dr¿ 

~dt 


(V) 


Í \. DEKIVADAS PKIMERA Y SEGUNDA DE UN VBCTOR 
RESPECTO A LA LONGITUD DEL ARCO. 

CURVATURA DE LA CURVA. NORMAL PRINCIPAL. 
VKLDCIDAD Y ACELKRACION DEL PUNTO 
DURANTE EL MOVIMIENTO CURVILINEO 

La longitud del arco*) de una curva en el espacio M 0 A — s 
se determina de manera semejante a la definición de una curva plana 
(fig. 198). Cuando el punto variable A (x. y, z) se desplaza a lo largo 



A 


do la curva. la Inngitud del arco s varía y. viceversa, cuando s 
varía las coordeuadas x, y, z del punto variable A de la mrva varían 
también. Por tanto, se puede considerar las coordenadas r, y, z 
del punto variable A de la cnrva com» funciones de la longilud del 
arco s. 

x = cp (s), 

y =■ *P (*). 

* = XW- 

En estas ecuaciones paramétricas de la curva el paráinetro es 
la longitud del arco s. 


•) La longitud del arco dv una curva cn p| espacu. so dptcrroina del modo 
semejanle a Ja dc una curva plana (véase $ I, cap. VJ y $ .3 cap. XII). 
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E1 vector OA = r se expresará correspondientemente en la 
forrna: 

/* = <f (s) t -M> Wi + X (*) 
ó 

r = r (s), 

es decir, el vcctor r es una función de la longitud del arco s. 

Aclaremos el seutido geométrico de la derivada . De la figu- 
ra 198 se deducen las siguientes igualdades: 


.l/o/l * AB = As, M 0 B - s | A s, 

OA r (s), ÓB r (s |- As), 

AB A r — r (s | A.v) — r (s), 

A r _ AB 
■ Xt áh 

Ilemoa vislo, pn el § 2, «iiii'el vectorlíni V cstii orientado, 

d* Av 

sigiiiendo la tnngenle a la curva en el pnnlo A , en dirección del cre- 

cimiento de s. Pop otra parte, tenemos la igualdad: lim | — | = 1 

AB 

llimile de la razón dc longitud de la cuerda con respecto al largo 

del arro*)|. I’or consiguiente, es uri vertor uuitariu dirigido 

as 

sigtiicndo a la taiigenle; designernos este verlor por <j: 

dr _ 

ds 

Si el vector r eslá dado por las proyecciones: 

»' ! yj -f* ~A\ 

entonces: 


adetnás. 


( 2 ) 


d.r . 

a - t 

ds 

'ly . 

-■•s* 

(3) 


(ílX . 

1 

«■» 


\ ds ) 

\ ds ) 

V ds ) ~ - 



•) f’Mla corrolarión, comu hemoM domostnrado (§ 1. cap. VI) para una 
curva plana. s»* vcrifiot. I.imliién para una curva en el espario r (/) = q' (/) t -f- 
4- (/) J -|- X (0 *. lai deriviiiljis de las funcioneM (/). ij.i (/) y j( (/) son 

roniinuas y no se anulan simiiltánoanientc. 
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Examincmos ahora la segrunda derivada dc la función vecto- 

ns 

rial r, es derir, de la derivada y demosel significado geoinétrico 
ds 

do esta segundn derivadn. 

De la fórimtla (2) se deduce: 

d' r d f dr 1 da 

ds z ds L ds J ds 

Por tanlo, debemos calcular lim ~ 

' s 



En la figura 19ÍI se ve quc AB = A s % AL a, BK a Acr. 
Traccmos del punto B cl vector BL t — ct. I)el triángulo BKL\ 
tenemos: 


BK = BL t d- L t K 

o, 


O -f Ao = o d- L X K. 

Por tanto, L X K = Ao. Paesto qne, según lu dernoslrudo, Ia 
longitud del vector a no cambia, entonces | o | = | o + Ao |, 
por consiguicnte el triáuguln BKL¡ os isóscelcs. 

E1 ángulo Aq> cn el vértice de cste triúngulo es el ángulo de rota- 
ción de la langente a la curva, cuando pasa del punto A al pun- 
to B, cs dccir, el ángulo corresponde al incremento de la longilud 
del arco As. Del triángulo BKL X tenemos: 


L X K = 1 Ao¡ = 2¡o¡} sen 


Aq> 

~2 



(puesto que | a | * 1). 
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Dividamos los dos miembros de la última ecuación por A s: 



Aq> 


Aq> 


1 — 1 = 2 

“ B T 


sen — 

A<p 

1 A s 1 

As 


A<p 

As 




~2~ 



Tomcinos límites en atnbos miembros de esta igualdad para As -* 0. 
En el primer miembro obtenomos: 

j. m I Ao I | do I 

aj — ol As I I ds I 


Luego, 


liin 
a* -* o 


A<f 


A<p 

9 


= 1 . 


pueslo que en el caso dado cousideramos las curvns que tienen como 
límite lim ^ y, por consiguiente Aq> -•* 0 cuando As -*• 0. 

A» .l) 

Asi, después dc tomar límites, teuemos: 


í/o 

ds 


lim 

Aa -* o 



(4) 


Ln razón (cn valnr absnluto) del ángulo A<p de rotación de la taugente 
con respecto a la longitud A s del arco AB, cuando se pasa del pun- 
to A al punto B se llauia (igual que para uua curva plana) curvatura 
media de la linca dada en el seginento AB: 

curvntura nied]a = |-^E 
I A.v 


E1 límite de la curvatura mcdia, cuandn As -*• 0, se llama 
curvatura de la línea en el punto A y se desigua por Á': 

K = lím 1-^- 
aj -• o I As 

i)e la igualdad (4) se deduce que | | — A', esdecir, la longitud 

ds 

dc la derivadu del vector unitario*) de la tangente respecto a la 

•) Hecordomos que la denvada do un vector es tambión vector y por cao 
ao piicde hablar de la lungitud d«* la derivada. 


23-534 
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longilud del arco es igual a la curvatura de la línea en el punto dado. 

Puesto que o es un vector unitario, su derivada es perpendirular 

ds 

a éste (véase § 3, cap. IX, corolario). 

Así, el vector cstá dirigido, siguiendo fa perpendiculai aí 

vector de la tangente y su longitud es igual a la curvatura de la 
curva en estc punto. 

Dcfinicióu: Una recta que coincide en dirección con el vector 

ds 

y pasa por el punto correspondienle de la curva se llama nornuil 
priticipal de la curva en el punto dado. Designemos por n el vector 
unitario de esta dirección. 

Puesto que la longitud del vcctor — es igual a la curvaturn K 

ds 

de Ia curva, teneinos: 



La magnitud , inversa a la curvatura, se llama radio de cur- 

A 

vatura de esta linea en el punto dado y se designa por li, es decir, 
— fí. Entonces, se puede es< ribir: 


d z r _ da _ n 

Hi? ds ~ 7T ‘ 


(5) 


De la fórmula (5) se deduce: 



Pero, 


d z r 





Por tanto, 


n 




(il) 


(<» 


La úUima fórmula permite cálcular la curvatura en un punto 
cualquiera, de una curva dada por sus ecuaciones paramétricas. en 
las que el parámetro es la longitud s del arco, (es decir, cuando el 
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radio vector del punto variable de esta curva es una función de la 
longitud del arco). 

Examinemos el caso en quc el radio vector r es función de un 
parámetro arbitrario t : 

#• = r (<). 


Supongamos que cn este caso, la longitud del arco 5 es una 
función del parámetro t. E1 cálculo de' la curvatura se efectúa del 
modo siguiente: 


dr dr ds 

dt ds dt 


Puesto que*) 



1 ; 


entonces: 



f * v 

II 

1 ^ 

\ dt) 


( 8 ) 


Derivando los dos miembros y dividiéndolos por dos, tenemos: 
dr (fr _ ds (fs 

~dt~dF~~dt~dF' 

De la fórinula (7) se dcduce: 

dr dr i 

ds dt ds 

~dT 

Derivando respecto a s ambos miembros de la última igualdad 
tenemos: 


(fs 


Sr 

(fr 

1 

dr 

dt 2 


ds 

dt 2 

id,y 

dt 

/ ds s 

r 



\ dt 1 


V dt t 

1 

*) Ksta igualdad se 

deduce do | = 

líro I 
At»-0 1 

1 —|. 
4* 1 

Pero Ar es la cuerda 

del arco de la longitud A*. Por 

1 Ar | 
eso, -L—f 

|4¡T 

tiendo a 1, 

cuando Ai—►O. 


23* 
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Introduciendo en la fórmula (6) la expresión encontrada para 


obtenemos: 

1 d 2 r 

í 

dr 

(fs 

fí* dt'- 

[ *y 

dt 

IdsY 

L 

l dt ) 


\ dt) 

1 

(fry 

I * V 


1 

{ dt' ) 

1 dt ) 

2 dt z 


Expresando ~ y ~ en función de las derivadas de r (í)t a partir 

dt dt * 

de las fórmulas (8) y (9), obtenemos*): 


. 1 


II 

[ÉL 

\ dt , 

r-i 

(<fr drY 
{ df dt ) 

{( 

:í) 

T 


La fórmula (10) se puede escribir también en la forma**): 




, [í * $T 
í(í)T' 


*) Transformpmo.s el denominador del modo siguienle: 

»)•-{(*)•}• imr t 

Aquí no podemos escribir | j v puesto que ^ —) designa cl cua- 
drado escalar del vector, mientras que j designa ol cubo del 

námero • !»■ expresión 1,0 tiene senlido. 

••) Hemos aprovechado la identidad a*ó> — (ah) x (a x I»)*. Para demos- 
trar que esta identidad es válida es suficiente escribirla en la forma: 

a*6* — (ab cos <p)* = (a& sen q>)*. 
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Hemos obtenido ia fórmuJa que permite caícular Ja curvatura 
de la curva en cada uno de aus puntos. dada por las ecuaciones 
paramétricas arbitrarias. 

Si, en un caso particular, la curva es plann y está situada en el 
plano Oxy. sus ecuaciones paramétricas son: 

x = «p (0. 

y *» >l> ( 0 . 

2 — 0 . 

Sustituyendo las expresiones de x, y , z en la fórmula (11), obte- 
nemos la fórmula ya conocida (véase cnp. VI), que determina la 
curvatura de unn curva planu dada por las ecuaciones paramé- 
tricas: 


K = )< P (Qfr‘*(i) — f (0^(0) 

ll<p'(«)f+ 

Kjcmplo. Haliar lo curvaturn do la hélicc 

r ia cos i i- Ja son t f-lc umt 

on un punto arbitrario. 

Solución: 

dr , . . 

ln fton I ./a C05 t j knnt. 

d*r 

-T-|- MCO*¿ — Jascul, 


dr d*r _ 
dt X dt * “ 


i J k 

— a son t a cos t am 

— a rns / — nson/ 0 

«i*r 


i dv d*r \ * 

i ~sr x m*) 


= td*m sen I — Ja 7 m cos t -f 


1 (»•*-} I), 


Por lonlo, 

de ilonde 


j = u* sen* t-f-a*cos a í-f a ! m* ^a*(| ^ m*). 
I a* (m* M) I 

/í* |a*(l-t-m*)|»“ 4*7T I /»*)*’ 


li -- n (I -f m*) - Cnnst. 

;\sf, ef radio de ciirvoCiim do ln Jié/ico os ri>nstan(o. 


Observación. Sieinpre se puede suponer que una curva plana 
está situada en el plano Oxy (lo que se puede demostrar fácilmente, 
transformando eJ sistema de coordenadas). Por cousiguiente, en 

d*s 

el plano Oxy, z — U; pero en este caso, ^ — 0, y, por tanto, el 
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vector n está situado también en el plano Oxy. De aquí-se deduce 
una conclusión importante: la normal principai de una curva plana 
está situada en el plano de esta curva. 


Velocidad de un punto en el movimiento curvilíneo. Si un punto 
móvil en un instaute t se encuentra en el punto Af, determinado por 
el radio vector OM — r (/) (fig. 196), y cn otro instante t + At, 
en el punto A/, determinado por el radio vector OM x = /•(/-}- A/), 
entonces el vector A/.V/, se llama vector dc desplazamlento del punto. 
La razón del vector de drsplazamiento MM X respecto al incremento 
correspondiente del tiempo A/ se llama velocidad rnedia del punto 
durante un lapso 




MM , 
At 



A l 


E1 vector de la velocidad media está orientado a lo largo de la 
cuerda MM X (fig. 196) en la dirección del movimiento del punto 
(durante el movlmiento rectilíneo la dirección del vector coincide 
con la trayectoria). 


La velocidad del puuto en el instante dadose determina por: 


irs= líni (Vmc) =» lím , 

AI -0 ai o At dt 

es decir, 

- dr 
1 ~ dt ' 


( 12 ) 


Por consiguiente, se puede enunciar lo siguiente: 

La velocidad del punto en un iristante dado es igual a la prirnera 
derivada dol radio vector de este punto respecto al tiempo. 

En virtud de !a fórmula (2). las proyecciones de la velocidad 
sobre los ejes de coordenadas son: 


*>x 


dx 
~dt ’ 


dy 

dt 


dz_ 

dt 


Determinemos el módulo de la velocidad según la fórraula (3): 

- VWhWhWl 


Introduzcanios la longitud s del arco (como lo hemos hecho ai 
principio del presente párrafo) y consideremos s como función del 
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tiempo t. Entonces podemos escribir la fórmula 12: 

dr dr ds - .. íi/.\ 


donde, v — —— es valor absoluto de la velocidad, a es vector unitario 
dt .... 

orientado a lo largo de la tangente en la dirección del movimiento. 

Acelcración de un punto en el movimiento curvilíneo. En el 
§ 25, capitulo III, hemos considerado la aceleración del movimiento 
rectilíneo. Análogarnento, en el movimiento curvilíneo, la segunda 
derivada del vector de la velocidad respecto al tiempo se llama 
aceleración w de un punto: 

5-Ü; (15) 

dt 


Por consiguiente, 


- <Pr 
W dt 2 


A partir de la fórmula (14) obtenemos: 


—_ dv _ d (vo) 

W ~ ~dí~ dt 

Desarrollando la última derivada según la fórmula (III) § 3, 
tenemos: 

— dv — da /i 7 \ 

dt dt 


Transformemos la derivada —— , usando la fórmula (5): 
at 

da da ds n 

dt ds dt fí 

Introduciendo la expresión de l -~ en la igualdad (17), obtenemos 


en definitiva: 


— dí' - t * n 

w - -- a + v —. 

dt fí 


( 18 ) 
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Aqui, a 68 el vector unitario oriontado a lo largo do la langcnte 
en dirección del moviniiento, n es un vector unitario dirigido a lo 
largo de la norrnal principal. 

Por consiguicnte. se puede interpretar la fórmula (!8) asi: la 
proyección de la aceleración de un punto sobre la langente es igual 
a la primera derivada del valor absoluto de la velocidad; la proyec- 
ción de la aceieración sobre la normal principal es igual ai cuadrado 
de la velocidad dividido por el radio de curvatura de la traycctoria 
en el punto dado. 

Puesto que los vectorcs o y n son mutuamcnte perpendicvilares, 
el módulo de aceleración se determina por lu fórmula: 

— v / (í)’ + (•£)’■ «» 


§ r». PLANO OSCl 'LAIHJH. ItlNORMAL. TORSION 

Definieión I. Pl plano que pasa por la tangento y la norrnal 
principnl a una curva dada en el punto A so llarna platio osculador 
en esto punto A. Cunndo una curva es plana, el plano osculador 
coincide con el plano de la curva. Si la curva no es plana, dos planos 
oscnladores cn los puntos P y P x de la curva, forman entre sí un 
diedro p. Cuarilo inayor cs el óngulo p. tanto niás la curva se dife- 
rencia de la curva plana. Con ei fin de precisar este problema inlro- 
duzcamos la definición siguiente. 

Dcfinición 2. Ln normal a la curva. pcrpendicular al plano 
osculador, sc Uama binormal. 

Tomemos un vector unitario b sobre la binorrnal y dirijámoslo 
de tal modo que los vectores ct, //, h formen una terna de misma 
orientación que los vcctorcs unitarios i y j , k dc los ejes de coordo- 
nadas (figs. 200, 201). 

En virtud de lu definición de los productos vectorinl y escalnr 
de vectores tenemos: 

b - a>. h; bb *= 1. (I) 

Halleinos la derivada ~ . Scgún la fórmula (IV) § 3, 


db d(a X n) da - dtt 

-= —-- = —- X /i *f- o X-. 

ds ds ds ds 


(2) 


Pero -j—= "d (véase § 4), por eso: 
ds ii 

da 1 

-X /i = — n X /i = U 

ds fí 
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y fórniuln (2) touia la formu: 

dh di i 

- — a X -. 

ds ds 


(3) 


Partiendo de la definicióu de producto vectorial se deduce que 
el vector es perpendicular al vector de la tangente o. Por otra 



parte, es perpendiculur a h puesto que h es un vector unitario 
ds 

(véase § 3, cerolario). 

Por tanlo, el vector ■es perpendicular tarnbiéri ;i rr y h, es decir, 

ds r 

es colineal al vector n. 

Designemos por j, la lorigitud del vector ~ , es decir, pon- 
gamos: 

] dh | __ \ 

I ds I T ' 


Entonces, 


dh 

ds 


I 


— n. 


r 


La fnngnitud 


se llninu torsifin de la r.nrva dnda. 


I*'.l diedro p, tormado por los planos osculndores correspondientes 
n dos puntos de la ctirvn es ignnl nl ángulo formadn por las !>inoriiia- 
ies. An.ilogamente n In formula (ó) § 4 cap. IX, sc pucdc escribir: 



P 

I Asl 


Asi, la torsión de la curva en el punto A, cn valor absoluto. es 
igual nl límite a que tiendc la razón del ángulo p formado por los 
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planos osculadoros en el punlo A y en el punto vecino B, respecto 
a la longitud | As | del arco AB, cuando As -► 0. 

Si la curva cs plana, el plano osculador no varía su dirección 
y, por tanto, la torsión es igual a cero. 

De la definición de torsión se deduce que esta magnilud caracte- 
riza la dcsviación de la curva en el espacio respecto a la curva plana. 
La magnitud T se llaraa radio de torsión de la curva. 

Hallemos la fórmula para calcular la torsión. De las fórmulas (3) 
y (4) se dcduce: 

1 dn 

— /*=o -. 

T ds 


Multiplicando (cscalarmente) ambos miernbros por n obtenemos: 



Ef segundo miembro de esta iguafdad es ef ffamadn producto 
mixto (triple) de tres vectorea w, o y — . Gomo sabemos, tal pro- 

ducto no varin por la permutación de los factores en orden 
circular. Como nn 1, escribamos la última igualdad en la 
forma: 



Pcro, 


, tPr 
ds* 


entonces: 


dn r d*r dB 

ds ds 3 ds 


(fr 

~d? 


y 



Puesto que el producto vectorial de un vector por sí mismo es igual 
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a coro. 


Aaí, 


r <fr „ <?r 1 . 

ds'J -0, 

L ds J L ds~ ds 3 J 
Notemos que a = ^ ; según la igualdad (5), de donde: 


T ds L ds' ds 5 J 


( 6 ) 


Si el vector r está expresado en funcióu de un parámetro arbi- 
trario /, se puede demostrar*) (utilizando el mismo procedimiento 


•) Efoctivamcnte, 

dr ds 

dt ” ds ~dT * 

Dcrivcmofl una VM más esta igualdad rospecto a t: 

d*r ^ d / dr \ ds_ da_ dr d*s d*r / dt \* dr d 2 s 

dt * ~ ds \ ds ) dt dt + ds dt* Hs* [~dT) + ~ds’di*‘ 

Volvemos a derivar resperto a t: 

d*r^ d / d*r\ ds_ /_rfs \¿ — -t-— / dr\ rf ** _i. rfr rf3j 

rfl a rfa v ds I dt \ di ) ‘ r rfí* ¿ rfi rfi* + rf, l rfa j rf/ rf/3 + rf, ¿,a 1=1 

a d 3 r / ds \ 3 rf-*r rf* rf*a rfr rf 8 a 
“ rf? V rfl / 1 rfi» *rfT rf7* + "rfT rfí» • 
Fornienios cl producto mixlo (triple) 
dr / rfV rf»r \ jir j/j í f '/ 2 r / rfa dr rf*x "1 

rfl l rfi* rfi* / rfi rfi \ L rfx* \ rfl / + ds dt * J X 

T~ rf * r rf,,T rf2jt i dr rf 3 r~| \ 

LdJ 3 l rf/ / «/** rfl rf/a + rf7 rf¡yj/ * 

Desnrrolando este producto según )a regla de inuitiplicariúu de los polino- 
mios y omitiendo todos los términofl que rontongan por lo inonos dos factores 
vuctoriales idénticos (pueslo que el producto mixlo d«> tres íactores en «•! cual 
aunquo doa factores son idénticos igunl ccro) obtrncuios: 

rfr / rf*r rf a r \ rfr / rf*r d 3 r\/rfi\ # 

dt \ rfl* rfl a / rfj L ds* * rfi* / \ rfi ) ' 

Finalmonle 

(#)’ (Í) , MÍ)'“((Í)T- 

oblcuiendo asi la ecuaciún buscada. 


364 


.4 plicacicnes de¡ cálculo dlftrencial a lo geometria del ttpacío 


que en el párrafo anterior) que 

x d ' '• 1 

dr r d-r d'r 1 dt L dt 2 ' dt 3 J 

l * (fa 1 j {(—jy 


Introduciendo esta expresión en la fórmula (6) y sustituyendo H 1 
por su expresión según la fórmula (11) § 4, tenemos en definitiva: 


d/* 

für 

"dT 

L di 2 dt 3 J 

f 


L 

dt dl 2 J 


Esta fórmula permite calcular la torsión en cualquier punto de 
la curva, dada por sus ecuaciones paramétricas en el caso de un 
parámetro arbitrario t. 

Como conclusíón anotemos que las fórmulas que expresan las 
derivadas de los vectores a, b, n, se Uaman Jórmulas de Serret- 
Frenet : 

da n db _ n dn^ _ a _6 

T’ = _ it t' 


La última de ellas se obtiene asi: 

/i = 6 x a, 

dn 


ds 


d(b X 0)= db x o + 4 x d« x „ + b x JL. 


ds 


ds 


ds 


- —« - b x n, 

T R 

Pero, 

nxo — — b; b x n = —o. 

Por eso, 

dn b o 


Ejempo: Calcular la torsión del hélico 

r = ia cos l-f J* sen l + *> aml. 
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, — fl sen I a cos t am 

dr f d*r d*r "1 . 

-osoní 0 = 0 >m, 

a sen t — a cos t 0 

[’<ír X 'S7*] r= * 4 (*+ m *) ( v ¿*s® ejemplo § 4). 
_ g*(1 -j-m 1 ) _ a (t -f m % ) 


| 6. PLANO TANGENTE Y NORMAL A ONA Sl'PERFICIK 
Sca 

F (*, y, z) = 0, (1) 

la ecuación de una superficie. 

Introduzcamos las siguientes definiciones. 

Dcfinición 1. Si una recta es tangente a una curva cualquiera 
situada sobre una superficie y pasa por un punto P, esta recta se 
llama tangente a la superficie en el punto P (x, y, z). 

Puesto que una infinidad de curvas, trazadas sobre la superficie, 
pasan por el punto P, en general, existe en este punto, igualmente 
una infinidad de tangentes a esta superficie. 

Introduzcamos las nociones sobre los puntos singulares y simples 
de una superficie F (x, y % z) = 0. 

Si en el punto M (x, y , z) las tres derivadas ~ son 

dx dy 0z 

iguales a cero o. por lo menos, una de estas derivadas no existe, 
entonces M es un punto singular de la superficie. Si en el punto 

M (x, y, z) las tres derivadas — , — , — exislen y son continuas 
or dy dz 

y por lo menos una de éstas es distinta de cero entouces M es un 
punto simple de la superficie. 

Ahora podemos enunciar el teorema siguiente: 

Teorema: Todas tas tangentes rectas a la superficie dada (I ) en 
su punto simple P pertenecen a un mismo ptano. 

Demostración: Estudiemos en la superficie una curva L (fig. 202) 
que pasa por el punto dado P de una superficie. 

Sean * 

* = <p (0; y =^ W; * = x (0* ( 2 ) 

las ecuaciones paramétricas de esta curva. 

La tangente a esta curva será una tangente a la superficie. Las 
ecuaciones de esta tarigente son: 


X — X 

. Y -y 

Z-z 

dx 

dy_ 

dz 

~di 

dt 

~dt 
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Pongamos las expresiones (2) en la ecuación (1) y obtengamos 
una identidad respecto a t, puesto que la curva (2) está trazada 
sobre la superficie (1). Derivando esta ideutidnd respecto a t obte' 
nemos*): 

ÉLLL + ÉLÉL + ÉLÉL = q. ( 3 ) 

úx dt dy dt dz dl 



v-*L i+ °L J+ ÉL*. 

dx dy dz 


(4) 


Las proyecciones de este vector — ^-depcnden de lascoor- 

denadas x, y, z del punto P. Notemos que estas proyecciones no 
se reducen a cero simultáneamente en el punto P, puesto que P 
es un punlo simpie 




EI vector 


dr 

dt 


= Jl í+ Ll j + 

dt dt 



(5) 


es tangente a la curva que pasa por el punto P y que además está 
trazada sobre la superficie. 


*) Utilicomos aqui la r«*gla para derivar funciones complejas de tros 
variables. Esta regla es váliaa cn el caso dado, puesto que todas las deri- 

vadas parciales , -7- scgún la hípótesis, son continuas. 
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Se puede calcular las proyecciuues de este vector a partir de las 
ecuaciones (2), si damos al parámetro t el valor que corresponde al 

punto P. Calculemos el producto escalar de los vectores X y 4^ . 

dt 

Kste producto escalar es igual a la suma de los productos de las 
proyecciones correspondient.es: 

jy dr dF dr ^ dF dy dF dz 

dt dx dt üy dt dz dt 



Fig. ¿03 


En virtud de ln igunldnd (3) el segundo miembro es igual a cero 
por consiguiente: 


De la última ecuación se deduce que el vector jV es perpendicular 
al vector de la tangcnte-^- a la curva (2) en el punlo P. La demostra- 

ción dada es válida para cualquier curva (2) trazada sobre la super- 
ficie, y que pasa por el punto P. Por consiguiente. todas las tangentes 
a esta superficie en el punto P son perpendiculares respecto a un 
mismo vector A', por lo que todas las tangentes pertenecen 
a un mismo plano perpendicular al vector X. E1 teoroma queda 
demostrado. 

Definición 2. E1 plauo, formado por todas las tangentes en un 
punto P a las curvas trazadas sobre una superficie que pasan por 
este punto, se llama plano tangente a la superficie en el punto P 
(tig. 203). 

Notemos que en los puntos singulares de Ia superficie puede no 
existir el plano tangente. En tales puntos las rectas tangentes a la 
superficie pueden no pertenecer a un mismo plano. Así, por ejemplo, 
el vértice de una superficie cónica es un puntn singular. Las tangen- 
tes a la superficie cónica en este punto no pertcnecen a un mismo 
plano, formando también tina superficie cónica. 
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Escribamos la ecuacióu del p/aiio tangonte a la superficie (i) 
en un punto simple. Gste plano es perpendicular al vector (4), su 
ecuación tiene la forma: 

dF /V » - dF . v . , dF 

~(X -x) +—0 - y) + —-(2 - 1 ) = o 

ox dy dz 

Si la ecuación de superficie es 

z — f(x, «/). ó z — fUy) 

entonces 

dF df dF _ Of 

dx áx ' dy óy 

y la ectiación del plano tangenle es 

Z-z = -^-(X-x) + LL[Y - y). 
dx óy 

Observarión: Si bacemos en la fórmula (fi') X — x « Ax, 
Y — y “ Ay, obtenemos: 

Z-z = ^L Ax+ ?L¿y. 
dx Óy 

su segundo mieinbro es la díferencial lolal de la función z / (j. »/). 
Por tanto, X — z t/z. Así. la diferanciaf totaí de una función 
de doa variables en el punto M ( x, y), que corresponde a los incre- 
mentos Ar y Ay do las variables indepcndientes x e y, es igtial al 
incremento correspondiente de Ja cota (z) del plano tangente a la 
superficie que representa la gráfica de la función dada. 

Definición 3. La recta, trazada por el punto P (x, y, z), de la 
superficie (1) de modo perpcndicular al plano tangente se llatna 
normal a superficie en estc punto (fig. 203). 

Escribamos las ecuaciones de la normal. Pueslo que su dirección 
coincido con la del vector /V, sus ecuaciones son 

x — X _ Y — y = Z — z (7) 

óF oF óF 

óx Oy Oz 

Si la ecuación de la superficie cs : / (x f p), ó 

z — f (x, y) - 0, 

las ecuaciones de la normal son: 

X — x Y-y Z-z 
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Observación: Sca F (x, y, z) = 0 la siiperticie del nivel para 
una función de tres variables u = u (x, y, z), es decir, 

F (x, y, z) = u (x, y, z) — C = 0. 

Es evidente que el vector JV, determinado por la fórmula (4) 
y dirigido, siguiendo la normal a la superficie del nivel F = 
= u (x, y, z, ) — C = 0, será: 


es decir. 


», du du , du 

A=3-»+3-i + 3-fc, 

áx dy dz 


-V = grad u. 


Asi hemos comprobado que el gradiente de la función u (x, y, z) 
está dirigido, siguiendo la normal, a la superficie del nivel que pasa 
por el punto dado. 


Kjemplo. Escribirlaecuación dcl plano tangente y ec-uaciones do la normal 
a la superficie de una esfera x* + p* + i* '■ l 'í en el punto /' (|, 2. 3). 
Soluefón, 


F(x, y, *> = 

=2x; 

dx 

’2, x = 3, tonomos: 
dF 


x*-f x*—14 = 0; 

9F „ . &F 0 
-t— = 2y -r— = 2x; 
dy * dz 


para x = 1, y - 

_ ^ 4 . = 6 

dx ‘ ' íy ' dx 

Por tanto. la ecuación del plano tangente es: 

2(*-1)f4(y-2)i6(;-3) = 0 ó x-f2y+ 3x—14 =0. 

Las ccuariones do la norinal son: 


x — 1 y —2 x— 3 
2 "* 4 ” 6 ' 

x-1 v —2 í-3 

T T “T’ 


Ejercicios para el capítulo IX 

Hallar las dorivadas do los vectores 1. r — icolgl*f J arctg t. Hcsp. 
r' - — ae *,, ♦+ — | J i- r=te-* + J2t+fclnt. H«p. r’ = —«e-' + y+ 

+ £.3. e = ,.«-f + -* . fítsp. r’=2rt+-i—£. 

4. Hallar el vector de la tangcnte, la ecuación do lu langenle y la 
ecuación del plano nornial a la curva r = (4 -f t*J 4- t*k en el punto (3, 9, 27). 

RftpueKn'. r*=<-f 8i4-27fc; la tangenVe es: x ~ ; el plano 

normfll es: x -f 6y -|- 27x = 788. 

24—8.14 
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5. Hallar el vector de la taogente, las ecuacionea de la langenle y la 

ecuacióo deJ pJano norroaJ a Ja curva: r i coa* -^-Jsea / + k sen 4r • 

¿2 2 

Htspuetta. r' = —-£ 4sent-f —Jcost-fy lc cos y ; la ecuación do la tangen- 

X— cos* ~ y ^ sea t Z—sea ~ 

te es - t— -----—; ia ecuación del plano nor- 

—sen t cost t 

Cos ~2 

maJ: +X sent — Ycost—Z cos^-^ —*son/+ y cos tscas —, donde x, y, s 
son las coordenadas de un punto de la curva por el que pasa el plano nor- 
mal ^ es decir x = cos* , y = y sen t, x = sen j . 

6. HaJJar Jas ecuaciones de )a tangente a Ja curva x=*t— 9 *nt, 

y = 1—cos t , 2*»4lOny y cosenos do los ángulos que forma la tangente con 

. . 4 „ X — X 0 Y—Y 0 Z — Z 0 

los ejes de coordenadas. netpuetta. ---— **-— , cosa = 

sen cos cotg 

*= sen* ; cos 0 =■ -i- sen t 0 ; cos y = cos . 

7. Hallar la ecuación de un plano normal a la curva s = x* — y*, j/ = * 
en ei origen do coordcnttdas. Indicacióa. Ex presar la curva nicdiante ecua- 
ciones puramétricas. Hetpuetta. x-f y = 0. 

8. ffallar o, », A en oi punto t —para la curva r —i (cos t-j- sen* t) -f 

-fysen t(f — cost) — kcost. fíetpuesta. o = —(— 4 -hj-f -*); » — 

* < —2J4- 3lc 

“ ' VÍ2 “ • VM ‘ 

9. Hallar las ecuuciones de la normal principal y <le la btnormal a la 

t* t* t* . jr —— Tfi 

curva * = V ~T' twm ~T en e punl ° t*o* p o» =o)- fíeipuesta. 

V — Vo * — *o . * — __ V — Vo _ *—<o 

“ 1 — 4'“ -2tl-t 0 ' 1 2to tj * 


10. Hnllar la ecuación dd un plano osculador a la curva y*=x; x* = s 
en el punto M < 1. 1, 1). Respuetia. t>x — 8y — *-f3 = 0. 

11. Hallar el radio de curvatura de In curva dada por las ecuaciones 
x »^.yt-f x* — 4 = 0, x-f y —s = 0. fíespuesta. /?=r2. 

12. Hallar ei radio de torsión de ia curva: r —ícos t-f Jscn t-f 


(,t-fe-t)t 

2 (e l — c~ l ) ' 


13» Hallar el radio de curvatura y de torsión de la curva #•■»!*<-f 2t*j. 

fl™-|í(l + 9l«)’'*, r=oo. 

14. Demostrar que la curva #*= (a,r*-f A,r-f c,) <-f (a 2 r*-f A-t-f c^) j-f 
-f(a.t*-f b s t-fc x )k es plana. Respuesta ; r'= 0, por lo quo la torsión 
es nuU. 
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15. Hallar la curvatura y la torsión de la curva x = r*, x = t~\/ 2. 


Hespuesta. I.a curvatura es igual a- 


¡, la torsión ea igual a 


(X+V)*' "" " (x—u)l 

16. Hallar la curvatura y la toraión de la curva x = «-* sen t. y = *-t cos 

*«=e f . La curvatura ea igual a 1® torsión ea igual a -1 «t. 

17. Hallar la ecuación do un plano tangente al hiperboloide ~ — VL. _ 

z s a* 6* 

-^j-=i en e * P unto (*!» y*. *i)- Hetpuesta. --L£ = l. 


16. Hallar la ecuación de la normal a la auperficie — 2x* =»6 

en el punto (2, 2,3). fíetpuesta. y-f4x = 10; 3x — * = 3. 

19. Hallar la ecuación de un plano tangente a la auperficie * = 2x*-f-4u« 
en el punto M ( 2 , 1, 12). fíespuetla. 8x-f8y — 1 = 12. 

2ü. Trazar un plano taugento a la superficie x*-f 2y*-f x* = 1 de modo 


que sen paralelo a| plano x—y-4 2x 


0. fíespuetta. x —y-f 2x = 
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CAPITULO X 


INTEGRAL INDEFINIDA 


$ I. FUNCION PHIMITIVA E INTEGRAL INDEFINIDA 

En el rapílulo 111 hemos esludiado el prohlema siguiente: dada 
una función F (x), hallar su derivada, es decir, la función / (x) 

r u). 

En el capítulo prescnte consideremos e! problema inverso: dada 
una función f (x), cs preciso hallar una iunción F (x) cvya derivada 
sea igua! a / (x), es decir, 

F' (x) = f (x). 

Deíinu'ióti 1. Si cn lodos los pnnlos del segmenlo la, h) se veri~ 
fica la ecuación 

r (*) = f (x) 

la función F (s) se llama primitiva de ia función / (x) .sobrt» esto 
segmento. 

E)emplo. Ilallar unu función primitiva «lt» lu funcióu / (x) x*. L)o la 

dcfinición de función primiliva «e deduco quo la función F(x)=—— os pri- 

mitiva do la /(x), puosto que =**. 

Es fácil ver que si la función dada / (x) tiene una función primi- 
tiva, ésta no es la única. Así, en el ejeinplo citado corno funcioiies 

jr3 

primitivas podrían figurar Jas siguientes: F (jt) — -f- ); F (x) 
z 3 x 9 

= —-7, o, en general F (x) = -f C (donde C es una constarite 

arbitraria) puesto que: 
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Por otra parte se puede demoslrar que las funciones del tipo -f C 

abarcan todas las funciones primitivas de la función x*. Esto se 
deduce del teorema siguiente. 


Teorema: Si F i (i) y F 2 (x) son dos funclones primitivas de la 
funcion f (z) sobre el segmento la, 6 ), su diferencia es una constante. 


Demostraeión. En virtud de la definición de la función primitiva 
tenemos: 


r x (*)=/(*) 1 

/-»<*)=/<*) / 

para todo valor de x en el segmento (a, 6|. 
Designeraos: 

F, (x) — F. (x) — <p (x). 


(1) 

( 2 ) 


Según las jgualdades (1), tencmos: 


r, (x) - r 2 (x )=/<*)-/(*) = o 

ó 

If' (x) = \F, (*) — F, (*)l* B 0 

para todo vaior de x en el segmento (a. ó|. Pero, de la igualdad 
q>' (i) = 0 sc deduce que q> (x) es una constante. 

En efecto, apliquemos el teorema de Lagrange (véase § 2, cap. IV) 
o la función q> (x) que es, evidentemente, continua y derivable en 
el segmento la, b\. En virtud del teorema de Lagrange, para todo 
x arbitrario del segmento |a, 61 tenemos: 

9 (*) — 9 («) ■« (x — a) 9' (£). 

donde 

a < l < x. 

Puesto que <p' (£) = 0, entonces: 

9 (*) “ 9 ( a ) = 0 
ó 

9 (*) = 9 («)• ( 3 ) 

Asi, la función <p (x), en todo punto x del segmento la, 6J conserva 
el valor igual a q> (a), lo que quiere decir que esta función es constan- 
te en el segmento |a, 6|. Designemos la constante q> (a) por C, de 
las igualdades (2) y (3) obtenemos: 

F t (x) - F 2 (x) = C. 

Del teorema demostrad<i se deduce que si conocemos cualquier 
función primitiva F ( x ), de la función / (j) entonces toda otra función 
primitiva de / (x) tiene la forma F (x) + C, donde C — const 
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Definición 2. Si F (x)e s una funrjón primitiva do / (a 1 ), Ía expre- 
aión F (í) 4* C se llama integral indefinida de la función / ( x ) y se 
designa inediante el símbolo J / (x) dx. De tal modo, según la 
definición: 

S / (*) — F (x) + C, 

r (x) = / (x). 

En este caso, / (x) se llama integrando o función bajo el signo de 
integral', / (x) dx, elemento de integraeión o la expresión bajo el signo 
de integral y el simbolo J. signo de integral. 

Así, la integral indefinida representa una familia do funriones 
y = F (x) ¡ ( 

E1 significado gcométrico do In intcgral indefinida es un conjuulo 
(famiiia) de curvas, cada una de Jas cuales se obtiene rnediante eJ 
desplazamiento de una curva paralelainente a sí misma liacia arriba 
o hacia abajo, cs decir, a lo largo del eje Oy. 

Naturalmente snrge una cuestión: ¿si toda / (*) tienc funciones 
primitivas (y, por consiguiente, inlegral indefinida)? La respuesta 
es negativa. Sin embargo, notemos, por abora sin demoslración, 
que toda función f (x) continua en el segmento la, b] tiene una función 
primitiva ( y , por tanto, una integral indeflnida). 

En el capítulo presente vamos a estudiar los métodos que pcr- 
miten determinar las funciones primitivas (y por consiguiente las 
integrales indefinidas) de riertas cJnses de funciones elementnles. 

E1 proceso que permite liallar la función primitiva dc una fun- 
ción / (x) so llama integración de la función f (x). 

Observemos lo siguiente: mientras que la derivada de una fun- 
ción elemental es sicmpre una función elemental, la primitiva de 
una función eJementaJ pucde no expresarse mediante un número 
finito de funciones eleinentales. Estudicmos más detalladamente 
este problema al final del presente capítulo. 

De la definición 2 se dcduce: 

1. La derioada de una integral indefinida es igual al integrando , 
es decir, si F' (j) = / (jr), entonces: 

(S/(x)dx)' = (í-(x)+(.)-=/(x). (4) 

Esta última iguaidad significa que Ja derivada de una primitiva 
cualquiera es igual al integraudo. 

2. La diferencial de una integral indefinida es igual al elemento 
de integración 

d(i/<x)dx) = /(x)dx. (5) 

Esto se deduce de la fórmula (4). 
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3. La integral indefinida de la diferencial de una cierta función 
es igual a la suma de esta función y de una constante arbitrarla 
J dF(x) = F(x) + C. 

Es fácil comprobar que osta igualdad es válida mediante la 
derivación (las diferenciales de ambos miembros de ia igualdad 
8on iguales a dF (x)). 


§ 2. TABLA DE INTKGKALES 

Antes de proceder a la exposición de los métodos de integración 
daremos una tabla de integrales de las funciones clementales. 

La tabla de integrales se deduce inmediatamente de la defini- 
ción 2 § 1, cap. X, y de la tabla de las derivadas (§ 15, cap. III). 
(Es fácil comprobar que las igualdades de la tabla son válidas median 
te la derivación, es decir, se puede verificar que la derivada 
del segundo miembro es igual al integrando). 

xPdx — -f C (a — 1). (Aqui y en las fórmulas 
siguientes C designa una constante arbitraria). 

2. j^=ln|*| + C. 

3. ^ sen x dx = — cos x + C. 

4. ^ cos x dx = sen x + C, 

5. f = tg x + C. 

J COS* X 

6. = — cotífí + C. 

J sen* x 

7. ^ Ig j- dx = — In |cosx| C. 

8. J cotgz dx = In | sen j:| + C. 

3. j e*dr = r*+C. 

10. I a* dx = -£— + C. 

J In a 

f dx 

jTn? =arct8I+c - 


n. 
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f 

1 X , _ 

11\ 

J a J + x* 

-arctg-+C. 

12. 

f dx 

1 l D | a + x ) + C 

J a* — x* 

2a !a-x[ + C ’ 


f dx 


13. 

l -= 

= arcsen i + C. 


J Vl - x= 


13’. 

í * 

= arcsen — + C. 


J Va s — x 2 

a 

14. 


— In |x + Vx 2 ±a 2 | + C. 


J Vx 2 ± a 2 



Obscrvación. En la tabla de las derivadas (§ 15, cap. III) no 
hay fórmulas que correspondan a las 7, 8, 11', 12, 13' y ló. Sin 
embargo, es fácil comprobar que estas fórmulas son válidas mediante 
la derivación. 

En el caso de la fórmula 7 tcnemos: 

... —sen x 

( — In |cos x |) =-= tgx, 

cosx 

por tanlo, J tg x dx = — In | cos x | 4- C. 

En cl caso de la fórmula 8 tenemos: 

(In | sen x|)' = = colgx, 

senx 


por tando, J cotg x=ln | sen x | + C. 

En caso de la fórmula 12 tenemos: 

s ,n lí=fl)’-¿ |, “ , * + ' 1 - ,n| —* ir " 
=•* r_L_ + -L_ 

2a La -f- x a — x. 

por tanto. 


Notemos que la última fórmula se deduce también de los resulta- 
dos generales del § 9 t cap. X. 


dx 


:=x- I» 


a + x\ 


? _** 2a | a — x 


+ C. 
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En el caso de la fórmula 14 tenemos: 

(ln|j- + Vi*±a z |) =-- 1 fl + 

por tanto 


Vx*± 

f-^= = ln|*+V?í7| + c. 

j l x - a~ 


=)=-=L= 

Vx*±a* 


Esta fórmula tambiéu se deduce dc los resultados eenerales 
del § 11. 

De la manera análoga se verifican las fórmulas 11' y 13'. Observe- 
mos que estas fórmulas serán obtcnidas en lo ulterior de las fórmu- 
las 11 y 13 (vóase § 4, ejemplos 3 y 4). 


S 3. ALGUNAS l’ROPIEDAUES DE LA INTEGRAL INDEFINIDA 

Teoreina 1. I,a inlegral inde/inida de ta suma algebraica de dos 
o varias funciones es igual a la suma algebraica de sus tntegrales 

5 l/i (■»■) + fi (-r)J di = J /, (x) dr + J / s (x) dx. (1) 

Para demostrar el teorema hallemos las dcrivadas del primero 
y segundo miembros de esta igualdad (1). En virtud de la igualdad (4) 
del párrafo anterior ballamos: 

(Jl/i (-r) + /j(x)| </*)' = /, (x)-| / 2 (x), 

( S /i (*) dx + J /- (x) dx)' = ( J /, (x) dx)‘ + (J U (x) dx)‘ = f, (x) + /- (x). 

Así, la derivada del primer oiiembro de la igualdad (1) es igual 
a la derivada del segundo miembro, es decir, la derivada de cual- 
quier función primitiva del primer niiembro es igual a la derivada 
de una función arbitraria del segundo miembro. Por consiguiente, 
según el teorema § 1 cap. X, toda función del primer miembro de 
la igualdad (1) se diferencia de toda función del segundo mipmbro 
de esta igualdad en uii sumatido coristante. La igualdad (1) tiene 
precisarneute este significado. 

Teorema 2. El jactor constante se puede sacar Juera del signo de 
la integral , es decir , gi a --= const. entonces: 

S af (x) dx = a J f (x)dx. (2) 

Para demostrar la igualdad (2), derivemos ambos miembros: 

(J af (x) dx )' = af (x), 

(« \ f(x)dx)' = a(\ ¡ (x) dx)' — af (x)■ 
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Las derivadas de ambos miembros son iguales, por consiguiente, 
lo mismo que en la igualdad (1), la diferencia de dos funciones cuales- 
quiera, dispuestas a Ía derecha y a la izquierda, es una constante. 
La igualdad (2) tiene precisamente este significado. 

Durante el cálculo de las integrales indefinidas es útil tener en 
cuentn las reglas siguientes. 

1. Si: 

ln*)¿r=r(*) + c, 

entonces: 


? / (ax) dx = — F ( ax) + C. (3) 

t/ a 

En efecto, derivando ainbos miembros de la igualdad (3), obte- 
nemos: 


(§ l(ax)dx) = /(ar), 

(i F (oxj'i = I (F (ax)ú = ~ F (ax) a = F (ax) = / (ax). 

\a J a a 

Las derivadas de los dos miembros son iguales. lo que se trataba de 
demostrar: 

II. Si 

^l(x)dx = F(x)+C. 

entonces: 

?/(*+6)dx = f (i+6) + C. (4) 

III. Si 


$/(x)<¿r = /» + C. 

entonces: 


§ / (ax -f b) dx = -i F (aj -f- b) 4* C. 


(5) 


Laa igualdades (4) y (5) se demuestran mediante la derivación de 
sus miembros. 


EJemplo 1. 

(2x* —3senz-f 5 V*) dx— f 2 z*dx— f 3senxdx -f f 5 — 
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Fjemplo 2. 

S(yf + ¿ : 7 í +i » /; ')‘' i= 3 S i 3 ,,i+ 1 S i 2¿i+ 


■ \ 

3 +1 

2 -i-H i+l 

Kjemplo 3. 

P dx . 

i 7+3^' 

=4*/j* + v9 + 4 

Kjcmplo 4. 

ln|<r + 3| + C. 


\ cos 7x dx = ~ scn Ix -| C. 

Kjcmplo fi. 




J sen (2r—6) dx — -i cos (2r - 6) + C. 


$ 4. INTKGHACION POH CAMBIO DE VAHIAHLK 
O l’OH SUSTITOCION 

Siipongamos quc es prcriso hallar la intcgral 
J / (jt) dx, 

pero, no podcmos elegir inmediatamente la función primitivu para 
/ (x), aunqiic sabemos que ésta cxiste. 

Healicemos el cambio de variable en el elemento de integración, 
haciendo 

X = <p (0, (í) 

donde, «j (/) es una función continua, lo mismo que su derivnda, 
y tiene una función inversa. Entonces dx = q' (/) dt\ demostremos 
que en este caso se verifica la siguiente igualdad: 

J/(x)dx= S/[<p(0]v (Orfí. (2) 

Aquí se sobreentiende que la variable t será sustiluida después 
dc la intcgración del segundo miembro de la igualdad, por su expre- 
sión en función de x, en virtud de la iguaídad (1). 

Para determinar que las expresiones en los dos miembros son 
iguales, en el sentido indicado, es preciso deinostrar que sus deriva- 
das respecto a x son iguales. I lallemos la derivada dcd primcr miembro: 

(J l(x)dx% = Hx). 
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Derivemos el segundo mienibro de la igualdad (2), respecto 
a x, como función compuesta en la que t es un argumento intermedio. 

La igualdad (1) expresa la dependencia que tiene t de x, siendo —= 
*= (I); según la regla de derivación de una función inversa: 


dt 1 
dx <p' (t) 


De tal manera tenemos: 

(j /If («)]<»■ = (j/l«p <oi«p' (*) ,-^7 = 

= /lv (01 v (0 = /1? «)] = / (*)• 

v W 

Por consiguiente, las derivadas respecto a x de los dos miembros 
de la igualdad (2) son iguales, lo quo se trataba dc demostrar. 

llay que elegir Ja función x tp (!) de modo que se pueda ralcular 
la integral indefinida que figura en el segundo miembro de la 
igualdad (2). 

Observación. A veces es preferible elcgir la sustitución de la 
variable en la forma t — rp (x) y no en X = (p (0- 

Ilustrémosln con un ejemplo. Supongamos que es preciso cal- 
cular la inlegral 

J yp(z) ' 

Es conveniente poner: 

V (-r) = L 

entonces: 

(x) dx = dt, 

r iwdx = r = , „ 1 11 + c= , „! +(x) | + c 

J ♦(*) J i 

Demos algunos ejemplos de integración por cambio de variabies. 
EJftuplo j ■y'sen x cos x dx = ? Hagamos lu sustilución f = 
entonces; dt = co» z dz, y, por lanlo, 

^ V»en x co axdx= ^ yidt = J / ,/ * dt = ~~+ C«-g-sen #/a x+ C. 
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Fjcmplo 2. ^ ? Sea í = l-j-x*. entonccs dt = 2zdz, y, 

l f£i= f ¡ T = T >"'+ c = T , "< 1 +*‘>+ c - 

Kjcmplo 3. t - z d —i r~. • Seo 1 — • cntonces: dx a dt, 

^ ‘ J ‘+(t) 

§ ÜTT.-¿ S tTT» T $ TT3 = T arel «‘+ c= T arc,|f f+ c - 

Kjcmplo 4. ^ ** X — — K — =■ . Sea / —; 


F-(f)* 


dj' a dt. 


dx i_ P 

|/¿aZT 72 o 3 


/i dt 

v r=r* 


s 


d ¡ _ 

yi^i* 


arc.tcn 


' 6' u rcsen — +•1‘. 


(«c suponc quc a> 0). 

lin los ujomplos 3 y 4 hemos obtcnido los fórinula.s 11' y 13' dc la 
talda de intcgrale.s (vcaso § 2). 

l-'jcmplo 5. ^ (lnx)*í^ ?. Sea t Inx; entoncos dt ~ (lnx) 3 ^ = 

= § = ■£ + «.• = ! (lnx)* + C. 


Ejrmplo 6. ^ 

Sirf* fS 


?. Sea l=x*; cntonces d/ 2x dx, 

dt I . 1 

fTT* _ T — arctgx* ) T. 


Ln intcgración por sustilución de variables es uno dc los métodos 
vnás importantes del cálculo de las integrales indefiuidas. Itieluso 
cuando utilizanios algúu otro método frecuentcmente, estamos 
obligados n recurrir en las opcraciones intermcdias al rnétodo de 
sustitución dc variablcs. El éxito de la inlcgración depende en 
grado considerable de la babilidad para elej;ir la sustitucióri adecuada 
de variables. Esto simplifica la integral dada. IV»r eso, el estudio 
de los rnétodos de integración se reduce, en su esencia, a la determi- 
nación de la convenicnte sustitución de variables para uno u otro 
clcmento de integración. Al estudio de los mótodos mencionados se 
dedica la mayor parte del capítulo presente. 


$ 5. INTKGRALES DE CIERTAS FUNCIONES 
QIIR CONTIKNKN IJN TRINOMIO CHADRAIH) 


1. Calcular la inlcgral 

/ 


-í 


dx 


ax ¿ -f bx -f c 
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Transformcmos, previamente, en forma de una suma o una diferen- 
cia de los cuadrados el trinomio en el denominador, 

ax 2 -\-bx-\-c = a j^x 2 -f ~ x + ~ j = 

+í-(¿) ]- 

-■[(■+¿Mí-S)M(~é)M- 


donde eslá designado: 




E1 sitfno «más» o «menos» sc toma según sea positiva o negativa la 
expresión def primer miembro, es decir, según sean complejas 
o reales las raíces del trinomio or* -f bx -f c. De este modo, la 
integral /, toma la forma: 


dr 

I ax 2 -f bx -f c 


[(■+¿y*']' 


Cambiemos la variable en la última integral: 


1 + 5 - = !, dx = dt. 
2 a 


Obtenemos 


/,=2. f ——— 

' o J <*±** 

Estas son las integrales 1T y 12 de la tabla. 

EJemplo I. Calcular la intogral 

S dx 

2i« + 8i + 20' 


, f dx 1 f iz 1 f dz 

0 2x*+8at+ 20 2 J *>+4*+10 2 ¿ i*+4i+4 + 10-4 = 

1 (• ii 
= 2 ) (*+2)»+6 * 

Sustituimos la variable x>f 2«®l, dx — dt, y, poniéndola en la expresión en 


dx 

■U M + 10-4” 
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consideración, oblencipo.H la intcgrnl de la tablo: 

. I C dl II , t t _ 

,rclg yl +C ' 

Sustituyendo t por su expresión cn función de x\ en definitiva oblcnemos: 
/ - —L ardg Í±3 + C. 

2V6 1/6 

II. Calcular una integral de la forrna más general 


r Ax+fí 

J ax 2 -f bx 4- 


dx 


1 + bx -f- ir 

Transforntemos el integraudo en la forma siguicnte: 


J ax + bx c J 


— (2 ax + h) -t 
2 a 


ax~ + bx + c 


(«-£) 

- dx. 


Hespresenternos la úllimu integral en forma de una suma de dos 
intcgrales. Sacando los factores constantes fuera deí síkiio de la 
intcgral, obtenemos: 

/, = — f j“ + b -¿, + (a-JliU—-. 

2a J ax" -f-bx-f-c V 2a/J ax“ -f* bx -f- c 

Ln últiina es la integral que ya snbemos calcular. Kn la integral 
prirnera realicernos el cambio de variablc: 

ax * b bx c = f, (2ai b b) dx — dt. 

Por consiguiente. 

f <2 ?f -± j )ltr .= f = ln|/| + C = ln| ax~ + bx + e\C. 

J axr -f bx -f- c J t 

Eii definitiva obtenemos: 

/i= -^-ln|aar-f bx + c| -f (fí — 7 ‘* 

2a V 2a / 


Kjemplo 2. 


Calcubir la integrul 

/=f-±±L- 

Jr*-2r-5 


dr. 




/nlegral indtfinida 


Apl¡.|Ui-mos i*l prucedimionto mencionado: 

f a + 3 + 

5“J X.-2.-5 

-tS 5==£ +4 Sü=®=J-T ta l' , - fc - s|+ 


III. Calculnr I» integral 




f 1,1 . 

J Vaz I + hx + c 


UUlizando las transformaciones estudiadas en el punto I, se puede 
reducir la integral (según sea el signo de a) a una de las integrales 
de la tabla: 

— para a>0 6 f — . — para a<0, 

V / 2 ± ** j V* s - Í 2 

Estos dos intcgralcs figuran en la tabla (véase las fórmulas 13' y 14). 
IV. La intcgral 


f Ax + tí 

J Vax* + fex + c 


se calcula con ayuda de las signientes transformaciones análogas 
a las estudiadas en el punto II: 

, . — (2ax+6) + («- — ) 

f Ax + H a._f 2a' + ' + \ 2a) , r _ 

J Vaj? + bxc J Vas* 4- bx 4- c 


V ax 2 4- b x -{- í 


A f 2ax+b * 

2a J Vax 2 +fcj + c ' 2a/J Vax 2 + fci+ c 
Realizando en la primera integral la sustitución 
ax* + bx + c — I, (2ax + 6) dx = dt, 

obtenemos*. 

f (2ax + t) ctr f _ÍL = 2Vt + C = 2Vox ! + bx + c + C. 

J V<LT* -f bl C J V< 

La segunda integral ha sido examinada en el punto III del párrafo 
presente. 
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Ejetnplo 3. 

e 5 ,+3 , 

•) V r ’+4»+10 j V 1 *-* 41 + 10 

-4f — ^-7? — .. ■»« - 

2 0 y x *-f4x-f 10 J V(x-f-2)*+6 

«5V**^4x f 10-7 ln|x-f2-j-V(*-h2)*-j-6|-fC=i 

-5 V**-M* 7 M0—7lii|x + 2-f V'* : Mx-f 10 |+C. 


$ 6. INTEGRACION POR PARTES 


Si m y v son dos funcionos derivables de x, entonces coino sabernos, 
la dtferencial del producto nu es: 

d ( uv ) ** u dv -f v du. 
iJe aquí, intcgrando, obtenemos: 

uv*= J u dv -f J vdu 
ó 

5 u dv = uv — J vdu (1) 

tsla es la fórmuta d? integración por partes. ICsla fórmula se usa 
frecucntemente parft integrar las expresiones que pueden ser ropre- 
sentadas en forma de un producto de dos factoras, u y dv , de tal 
nianera que la búsquedn de la función v, a partir de su difcrencial dr, 
y el cúlculo de la integral j vdu, constituyan en conjunto un pro- 
blema más simple que el cálculo directo de la intcgralj u dv. 

Para descomponer el elemento de integración dado cn dos íacto- 
res u y dv se necesita cierta experiencia que se adquiere resolviendo 
problemas. Demos algtmos ejemplos para demostrar el procedimiento 
en casos sernejantes. 

Ejemplo \. J xs vnxdx - ? Sea: 

ii x, dv .<©n x Jx 


vulonM- v , 

l’or ronsiguicnte, 


Hu -dx, v ~ — cos x. 

J xsenxdx — xcosx-f J cosxdx 


— x cos x -f son t fC. 


Obeervación. Cuando determinanios la función v a partir de su 
diferencial dv, se puede tomar cualquiera constante arbitraria, 
puesto que ésta no figura en el resuitado íinal (lo que es fácil veri- 
ficar sustituyendo v en la igtialdad (1) por la expresióu v -f C). 
Por eso es preferihle elrgir esta constanle igual a cero. 
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El mótodo de iutegraciún por partes se utiiiza en muchos casos. 
Así, por ejemplo, Jas integrales deJ tipo 

} x k sen qx dx J x k cos ax dx, 

J x h e ax dx, j x k in xdx, 

comn también otras que contienen funciones ttigonomélricas inver- 
sas, se calculan, usando la integración por partes. 

KJcmpto 2. Mallar: j arctgzí/x. Sea u arctgx, du — dz, ontonces* 
dx 

Hpí' p ” x - 

Por configuicnle, 

^ nrctgxdz - zarclgx— ^ ~j-^«x»iclgx—-- In J I , L z* f f -C. 

KJemplo 3. llaMar: j * 2 e x dx. Sea u x*, dv e x dx, entouc.es: 
du~ 2z dx, v — e x 
J x*e* dx x*e x -~‘¿ j xe x dx. 

(ntegraiuio |>or parlos t,t últintn integral, 

u¡ =x, du¡ = dx, 

dr¡ = e x dx, i>je=e*. 

Entonces: 

j xe x dx - xe x — j e x dz xí x —e*-| C. 

En deíinitiva tencmos: 

J z 2 e* dx r= z*e* — 2 (ze * — e*) 4- £ = z*e*-2ze* 2e* + C = e* (z*-2z \ 2)+C. 

Kjemplo 'i. Calcular: J (**-|- 7z — 5) cos 2z dz. Maciendo u^z 2 7x—5; 
do — cos 2z dx\ entonces: 


du = (2z -f 7) dr, v 


sen2z 


^ (z* 7z—5) cos 2xdz= (z*-|- 7r— 5) J (2ar-j 7) rfr. 


Apliquemos el métCKlo de inlegración por parte-* a ln última inlogral. lenien- 

/ . 2x4-7 . 

do en cuenla quo U| — — 5 —, ac , 


du¡ — dx, Vf*= — 


?en 2z dx\ entonces: 

cos 2z 


S 2z4-7 « ^ 2*4-7/* cos2z\ ? { cos2*\ 

*±-»n2rdr=-f-( —r-j-St ”—)**' 


(2*4-7) cas 2x sen 2z 
4 + 4 + 
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De dondn finalmente obtenemos: 

J (i« +7«-5) co» 2i </r- (**+ 7*-5) + (2* + 7) + c. 

Ejemplo 5. / í \/a* — z*dz = ? 

Efectuemoa las transformaciones idénticas. Multipliquemos y dividamos 
el inlcgrando por T/a* — x* 

j J Ví«^i7 d V««—*» j y«»_*« 

, X P X dx 

a 2 arsen-\ x —■ , . .. . 

fl J y a *—z* 

Apliqucmos a csta integral el método dc integración por partes, poniondo 
u = x t du = dr, 

t dz 


dv 


Entonces: 


y a *—z* 


■— a *— x 


C xt¿x c 

d y a *—x* J ‘ 


j=_* i/í 


-x* + 




2 dx. 


y a *-x« «) y«»~x* 

Sustituyendo el último resultado en la expresión dc |a integral dada obtenida 
antes, tenemos: 

^ Va* —x'dx — o* arcsen ~ + x ya 1 — !*—^ yo* — x'dx. 

Trastademos la integral de lu derecha a la izauierda, y Itevando a cabo 
las transformacioues elementales, oblenemos cn definitiva: 

^ ya*—x*dx arcsen ~-f ~ ~[/a f — x* | C. 

Ejemplo 6. Hallar las integrales 

/1 = £ e a * cos bx dx y / 2 = J sen bx dx. 

Aplicando el método de integración por partes a la primera integral, 
obtenomos: 




du t= ae ° x . 


^ e ox cos 6x dx = e ox sen 6x — ^ e a * sen bz dx. 

Apliquemos de nuevo a la última integral el rnétodo de integración por 
partes: 

u -= e 0x , du - ae ax , 

dv — sen bx dx, v r* — cos 6x, 

o 


25 * 
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Introduciondo la rvpresión obtenida en la igualdail anterior, obtoneraos: 

^ e ax COS hx dx = e ax aon bx f —■ ‘e ax Ci>s bx -~ ^ «r°*co sbzdz. 

)>e la újtiruü iguabJad baJJeiui» J¡: 

^ 1 f ^ ^ e°* co3 hx dx = <“* ' sen ht -| cos hx^ , 

de donde 

/, \ e ax cos bx dx - ~rm -*+C. 


Del tnodo análogo hallamos: 

S •’*•■"' n txix -irrp- 


«*-f 6* 
e nx (a scn hr — h c.os hx) 


i c. 


§ 7. FRACCfONES RACIONALKS. 

PRACCIONES IIACIONAI.ES ELEMENTALES Y SU INTECRACION 


Como veromos más abajo, no toda inlegral de una fnnción elernon- 
tal se resuelve mediante las functoncs elemcntales. Por eso tiene 
gran importancia la definición dc ciertas clases de funciones, cuyas 
integrales pueden ser expresadas medianto las funciones elameutalcs. 
La más simple dc eslas clases es ía clase de Ins funcíones racionales. 

Toda función racional puede ser representada en la forma de 
una fracción racional , cs decir , corno la razón óe dos pnlinomioa: 

9(x) _ Hot m + B,x"‘- , + ... +B m 

/(X) 4^" + /l 1 x"- , 4- ... + ¿„‘ 


Sin iimitnr la gcnerultdad del rar.onatniento, suporiffa rnos que 
estos polinomios no tienen raíces cornunes. 

Si el grado del numerador es iníerior a) deJ derioniinador, ia 
fracción so llarna propia', cn cl caso contrario, la fracción se Itarnará 
impropia. 

Si la fracción es impropia, al dividir el ntimerador por el detto- 
minador (según la regla de división de los polinomios) sc puede 
representar la fracción dada como la suma de un polinomio y de una 
fracción propia: 


<?(*) 

/(x) 


M{*) + 


/(x)‘ * 


donde, M ( x ) es un polinomio, y ~^jj- es u na fracción propia. 
Kjcmplo 1. Soa una fraccióri racional irupropia. 
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Al dividir ol numrradnr por el dcnominadnr (scgún la regln de división 
de Ins pnlinomios), nhlenemos: 


x 4 —3 
x*-f 2j 1 




2z + 3 — 


4x — 6 

x* h2x f-1 ' 


La inteRración de los polinomios no ofrece dificultades. Por 
eso, la dificultad fundamental de la integración de fracciones racio- 
nalcs consiste en la integración de las fraccioues racionales propias. 


Dcfinición: Las fracciones racionales propias del tipo: 

I. 

x — n 

II. —i—( k es «in núinero entero positivo > 2). 
r — a* 

llf 1 ,f - - [ las raices del doiiominador son romplojns, es decir, 

J* -*• pr + // \ 

( x-" <ü )- 

|V. — l r 1 1 — (A* es un número entero positivo >■ 2, lns 
(x* f pr-L-q) 1 ' 

raices del denomin.ldor son complejas). 
se llaman /raccinnex simplrs del tipo I. II. II/. IV. respectivamente. 

En el § 8 demostraremos que cada fracción racional puede ser 
representada en íorma de una suma de fracciones símples. Por eso. 
estudiemos al principio las intetírales de las fracciones siinples. 

La inlegración de las fracciones simples del tipo I, II. III no 
ofrece grandes dificultades. por eso efectuaremos su intetrración 
sin dar explicaciones detalladas. 


I. \-+—dj=Aln\x-a\-\-C. 

J x — a 

II. f— - —jdr= /I \ (x — a) ‘rfx = 

J (r - a)" J 


= A 


-*+l 


+ C 


A _ 

(I 


+ C. 


III. f Az + B - di= f 
Jf + pi + 7 J 


^-(2 T+p) + 


(*-t) 


' + px + q 

’lx + p 


x +p* + q 


</x = 


= ±[ 2 *±JL.++(a-&) f 

2 )x 2 + px + q V 2 / J x s - 
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=y 'nl^ + pJ + íl + ^B-y) j 


dx 


(-fr+(-í) 

-f- p 


-f- C (véase § 5). 


= 4- |n l** + PJ + 9l + ' 2 ^- nrctg 

2 y/, 9 _p s l/ 'iq — /T 

Ln integración ilc las fraccioncs simples dcl tipo IV rcquiere 
cálculos más complicados. Supongamos quc debcmos calcular una 
intcgral dc cste tipo. 


'v- í, 


/ij- + n 


- dz. 


(ar' + px+ (/)’■ 

Hagamos las transformaciones: 


\Az+JS_ t 
J + px + (/)‘ J 

-ií 


— ( 2 * + p) + 


( B -í) 


(** + /ix + ?)* 


dx = 


2J-fp 


(j 2 + px -f 7)' 


dr + 


(*-t)Í 


<¿r 


(jr’ + pz + q) 


k * 


La primcra inlcgral se haJla por sustitución x 1 -f- px -f q = t; 
(2x -f- p) dx dt : 

# -*+i 


2 x-\- p 

(z 2 + px + 17) 11 


‘ J -ÍT-S r, '“- 7 rr +c - 


(1 -*)<y + pz + ,)*-' +C ‘ 

Escribamos la segunda integral designada por í h , en la forma: 


f ^ f 

* J (* í + pz + ?)* J 


dx 


[(■ + f)’4-4)T 


-í 


dt 


(t‘ + m 2 )’ 1 ' 
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haciendo 


x -j- = £, dx — dt, 

4 



(seffúji la hipótesis, las raíces deí denominador son complejas y, por 
tanto, q — ” >0). Ahora procedamos del modo siguiente: 

/ f dt 1 

* J «’+mV U 2 + mV 


±(_ * -i-f_£_*. 

m 2 J (J s + m 2 )* ' m 2 J (í 2 + m 2 )* 


Transformemos In última integral: 
f t 2 dt f tldt 

J « 2 + mV J (l ! + m ! )‘ 

1 f. ^’+ml f (,dí * 1 

2 J (f 2 + m 2 )* 2(*-1)J V (í + mV -1 /' 


Integrando por partes, tenemos: 


f ?dt 1 

r, * 

* 1 

J (f 2 + mV _ 2 (fc — 1) 

(t 2 + m 2 )*' 1 

(f 2 + m 2 )*' 1 J 


Sustituyendo esta expresión en la igualdad (1), obtenemos: 

, f dt * f * , 

* J (» 2 + mV m 2 J (t 2 + m 2 )*"' 

+ JL.. 1 f_-f_£_1 = 

+ m l 2(it — f) L (f 2 + m 2 )* - ' J (f ! +mV J 


_t__ 2t —3 f dt 

2m 2 (fc - 1)(l 2 + m 2 )* -1 + 2m 2 (* - 1) J (f ! + m 2 )* -1 ’ 


En el segundo miembro se encuentra la integral del mismo tipo 
que /», siendo el exponcnte del grado del denominador del integrando 
menor en una unidad (k — 1); asi resulta que hemos expresado /, 
en función de I„ 

Aplicando sucesivamente este procedimiento obtenemos la 
integral conocida: 



dt 


— = — arclg — + 6. 
f 4 m m m 
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Sustituyendo aliora t y m por sus valores, nbteneinos la expresión 
de la intcgral IV, en (unción de x y números dados A, B, p, q. 


EJemplo 2. 
x — I 

I (*»+2*+3)‘‘ 


„ y( 2 r I 2 ) í (- 1 - 1 ) 


- 4 $ 


(x* 4 - 2x 3)* 


tix- 




(x« + 2 x + 3)«" ~ J (x»+2x + 3)«* 

1 1 f* dl 

2 (x»+2x+3)' “ ) (xl -|-2x-+3)« ‘ 

Apliqm'mo.s n ln i'iltirnn integrnl |a sustitucióu x-4-1 í: 

P dx P r/x f* dl 1 P (1*4-2)-/» 

¿ (X* 1-2x4 3)* ! J |(X4-1)«4-2J* ¿ (f* 4 2)*' T J d*4-2>* ~ 

I (* d/ 1 f* /* 

~2)(«|2 2 ) (l* + 2)-¡ < " = * 

I t . I 1 (* l*3( 

ípl * 7I“* J r-^r* • 

Kx.nitiu'tnus 1. últitR. tnt«((ral*. 

P l«rfl I f frf(f* + 2) I P . . / I ) 

j (<*H-2)« 2 ,) «*+2)> - i r [i*ni 

i i . i c rf< < i i 

S ) l'-tl 2 ( 1 * • 2 ) • Jpl *" K ( j • 

nquí toóavía no panctnos una constante .irbitraria. la cscribircmos cn c) rcsultmio 
final). 

Por iHiito, 

P rfx 1 , x M 1 T x 4 » ,1 . x +1 "I 

) (x* + 2x+3)« u V2* rC * 1/2 2 L 2<** 2 V2°” * V2 J ’ 

En dctinitiva tcnemos: 

x— 1_ 

3)* 


S (x* (. 2x4- Jr “ 


2 (x*4-2x4-3) \ ¿ arcl «^+ r - 


í 8. DESCOMPOSICION DE LA FRACCION RACIONAL 
EN FRACCIONES SIMPLES 

Demostremos ahora que toda frácción racional propia puede ser 
descompuesta cn la suma de fracciones simples. 

Sea una fracción racional propia. 

Supongamos que los coeficicntes de los polinomios que la inte- 
gran aon númcros reales y la fracción dada es irreducible (lo último 
significa queel numerador y el denominndor notieuen raíceacomunes). 
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Teorema I. Sea x a una raíz múltiple de orden k del denomina- 
dor , es decir, / (x) = (x — a) k /, (x), donde /, (a) 0 (véase § 6, 

cap. VII). Entoncesla jracción propia dada -jjjy sepuede descomponer 
en la suma de dos /racciones propias: 


F(x) __ A _ F x (x) 

/W (*-«)* (*-«)*■'/■(*) ’ 


n) 


donde A es una cunstnnle , dl/erente de cero, y F x (j*) es un polinomio 
de grado inferior al gradu del denominador (x — o)"“* /, (z). 
Pemostranün. Escribamos lo identidad 


F(x) __ A _ F(x) - ,1/, (z) 

/M (x — a)'‘ (x - a)“ /, (x) 


(que se verifica para cualquier /I) y definamos la constanle A de 
modo que el polinomio F (x) — Af t (x) sea divisihle por x — a. En 
virtud del teorema de Bezout. es necesorio y suficiente que se veri- 
fique la iguuldnd 

F (a) - Af t (a) = 0. 

Puesto que /, (n) =£ 0. F (a) 0, se puede definir A de vma manera 

unívoca por la icrualdnd 

A ,_ f(«) 

/l(o) 

Para tal .1 tenemos: 


F (x) — Af t (x) = (x — a) F t (x), 

donde F t (x) es un polinomio dc grado inferior al del polinomio 
(x tf)*“ , /| (x). Heduciendo la fracción en la fórnmla (2) por (x — a). 
obtenemos In igualdad (1). 

('orolnrio. A la fracción racional propin 

(x — a) H t /, (x) 

quc entra en la igualdad (1), se pueden aplicar razonamicntos aná- 
logos. Así.si el denomfnador ticneuna raíz múlliplc x a de orden k. 
sc puede escribir: 

^(J) ^ A _ Aj_ _ . A h - % F h (x) 

f(x) (x — a) H (x — a) H ~' x — a f x (x) * 


donde 


F* (*) 

1\(x) 


es una fracción propia irreducible o la cual se puede 


nplicnr el teorema reción demostrado, si /, (x) ticne olras raíces 


reales. 
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Estudiemos ahora el caso en que el denominador tiene raíces 
complejas. Recordemos que las raíces compleja9 del polinomio de 
coeficientes reales están conjugadas en pares (véase § 8 cap. VII). 

En la descomposición del polinomio en factores reales, a cada 
par de raíces conjugadas corresponde una expresión de la forma 
x* -f- px -f q. Si las raíces conjugadas son múltiples de orden p. 
la expresión correspondiente será (x* 4- px + 


Teorema 2. Si / (x) = (x* 4- px + qf 9i (*)> donde el polinomio 
( x) no rs divisible por x % 4- px 4 " 7 » f o fracción racional propia 


F(x) 

f(*) 


puede ser reprcsenlada por la suma de dos fracciones propiar. 


F(x) = Mx + N <*M*) (3) 

l(x) (x 2 + px -f q)“ (x* + px + 9)“" , <Pi(x) 

donde (x) es un polinomio de grado inferior al del poltnomio 
(x* f pz + qf~' <p, (x). 

Demostración: Escribamos la identidad 


Fjx) = _ F(J) _ = Mx + N + 

/ (x) (x* 4- px 4- 7)“ i (x) (¿ + px + 7 )“ 


P(x) — (Mx + N)y t (x) > (4) 

(x? 4- px 4- 7)“ <Pi (x) 


que se verifica para todo M y N y definamos M y N de modo que el 
polinomio F (x) — (Mx + N) q> % (x) se divida porx* + px + q. Para 
esto es necesario y suficiente que la ecuación 

F (x) — (Mx 4- N) <p, (x) = 0 


tenga las mismas raices a -f 

X* 

Por tanto, 


¡P que »1 polinomio 
+ px + q. 


6 


F (a + ¡P) - [M (a + ¡P) + N] q>, (a + ¡P) = 0 


M (a + ¡P) + JV = 


F( tt + iP) 

<Pi (“ + ¡P) 


Pero, ^ os un número complejo determinado que se puede 
<p,(a 4* fp) 

escribir en la forma K 4" donde K y L son números reales. Así, 
M (a + ¡P) + N = K + iL\ 
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dc donde Ma + 
A 


■N 


K, M p = L 


P 


N = 


AfJ — La 


Siendo estos los valores de los coeficientes M y N, el polinomio 
F (*) — (Mx -j- N) cp, (x) tiene el número a -f por raíz, y, por 
tanto, la raíz conjugada a — /ff Pero, en este caso, el polinomio 
es divisible sin resto por las diferencias x — (a -f ip) y x — (a—ifJ), y, 
lógicamente. por su producto, cs decir, por x % -f- px -f q. 

Dosignando el cociente de esta división por O, (x), obtenemos: 

F (x) — (Mx -I- N) ip, (x) = (x* -f px -f q) 0), (x). 
Simplificando p<»r x 2 -f px 'q la últirna fracción en In igual- 
dad (4), obtenemos la igualdad (3), quedándose claro que <I>, (x) 
es un polinomio de grado inforior al del denominador, lo que se 
trataba de demostrnr. 

Aplicando los resultados de los teoremas 1 y 2 n la frncción 
F(x) 

propia -- — - , podemos destacar sucesivamcnle todas las frncciones 

simples, correspondientes n todas las rníces del deuominador / (x). 
Así. de lo anterior se deducc el siguicnte resultado: 

Si l(x) = (x — a) r ' (x — bf ... <x 5 + px + q)" ... (i ! + (j+i) v . 

/a /raccíón puede ser descbmpuesta dr la manera siguicntc: 


f U) 

/(x) (x-a)" 


+ 


Ai 

(x - a)’ 


í=5 + •• • + 


+ 


+(x - Ü') + (x - b) 




-,+ ••• +- 7 ^ 


+ ^+ + 

x — b 


j. Mx + N . M ,x + A’, A/._,x + A,„, 

(x s + px +,/)" (x 2 -f-/ix +,/)" ' x’ + px + i/ H 


/’x + g /*,x + V, /y,x+<?v-, 

(x ! + /x + *)' (x ! + /x + s) v 1 ’ x ! + /x + * 

Se puedc determinar los coeficientes A, .4,. /?,. . . . 

teniendo en cucntn las c.onsideraciones siguienles. Ln igualdad (5) 
es una idenlidad. por consiguiente, al reducir estas fracciones' a uu 
cornún denominador obtenemos en los numeradores del primero 
y segundo miembros polinomios idénticos. Igunlando los coeficien- 
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tes de los términos que tienen las mismas potencias de x, obtenemos 
un sistema de ecuaciones para determinar los coeficientes incóg- 
nitos A, Au • • •• • 

También podemos determinar estos coeficientes. teniendo en 
cuenta la obscrvación siguiente: los polinomios obtenidos en ambos 
miembros de la igualdad, después de la reducción de las fracciones 
al común denominador, deben ser idénticamente iguales; por consi- 
guiente. los valores de estos polinomios son igualcs para cadn 
valor particular de x. Dando a zvalores pnrticulares, obtenemos las 
ecuaciones necesarias para Ia determinación de los coeficientcs. 

De este modo demostramos quo toda fracción racional propia 
puede ser representada cn In forma de nna suma de las fracciones 
racionales simples. 

l* 2 

KJemplo. Uescomponer la fracción —- yjirjy «j cn frarciones simples. 
Kn virlud de la fórmula (5) tcneiuos: 

(*^t)*(*-2) (i-Ml ,T ('rl|’ ' *+l r ~¿' 

Reduciendo a un romún denominndor c igualaudo los nurneradort^ 

obtenemos: 

x*-f 2=./l (x — (x-f 1) (i —2)-f .I = (x4-t)*(x-2 )-r /Mx*H) a . («) 

ó 

x*-f 2 (. l 2 f //) x*-fM, -f 3//) x*-f (. í - A x — 3.1 2 .<//) x -t 

-f (-2/1 —2/1,-2/lj ; fí). 

iKiialando los roeficientes de x*. x *, x‘, x® (térinino nbsoluto), oblenemos 
un sistcma de eruaciones para dcterminar lo» coeficienlos: 

0-»/l 2 -f/?, 

I =/l,-f 3/í, 

0*=A-A t -M2 r 3/f. 

2«= — 2A — '¿Ay — 2. l = -f 

Resolviendo cstc si.ttema, tenemos*. 

.l.-t; A = B-|. 

Se pucde, también, determinar algunos coeficientea a partir do lus ecua- 
ciones que so obtienen de la igualdad (6), que cs identidad respecto a x, cuandn 
a la variable x se dan ciertos valoros particulares. 

Pues, haciendo x=— 1, tencmos 3 —3/1 ó A = — 1; 

o 

baciendo x = 2, tenemos 6 27fl; // = -^- . 


Si adjuntamos a estas dos ccuacioncs olras dos obtenidas mediante la iffuala- 
cióndeloscoeficientos de Ias mismas potencias de x, obtoncmus cuatro ecuaciones 
para detenninar cualro coeficienles deoconocidos. 

En definitiva, tcnemos una descomposición: 
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§ 9. INTEGRACION DE LAS FRACCIONES RACIONALES 
Supongamos que hace falta calcular la integral de la fracción 
racional , cs decir, la integral 


/(*) 


<?w 

/w 


dx. 


Si la fracción dada es iinpropia, la representamos como suma 

P (x) 

de un polinomio M (x) y una fraccióu racional propia jjj- (vcase 7). 
F (x) 

Pero fracción la representamos en la forma de una suma de 

/ (^) 

fracciones simplea (según la fórmuia (5) § 8). De tal inodo, la integra- 
cióu de toda la fracción racional consiste fundamentalmente en la 
integración de un fiollnornio y de varias fraccioncs simples. De los 
resultados obtenidos en el § 8 se dcduce que las raíces del denomi- 
nador / (x) determinan la fornia de las fracciones simples. Son posi- 
bles los siguiontes casos: 

Caso 1. Las raices del dcnominador son rcales y diferentes , es 
decir, 

/ (x) - (x — a) (i — b) ... (x d). 

En este caso la fracción ae descompono en las fracciones 

simples del tipo I: 

zm_ L.+JL .+... 

/ (jr) x — a x — b x — d 

y luego 

f '‘'ldx=[ ±-Jx+{-?-dx + ...+[-£-dx = 

J / (,r) J^-fl } x-b J x-d 

= A lnU-aH-Bln|í — 6|+ ... + D In |* — d| + C. 

<j»s«> II. Las raicrs drl denominador sun reales’, pero, atgunas 
raices son miiltiples: 

l(x) =(!-«)“ (x-b)" 


(X - df. 


. >■' (') . 


Eii este caso la fracción ^ se descompone en fracciones simples 
del tipo I y 11. 
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Ejpmplo 1. (véase el pjemplo ©n el § 8 cap. X). 

P **+2 llr _ f dx 1 P dx 2 P dx 

J |í-M)>(i- 2| J (x + ,)» + 3 J (x^-l)« 9 Ji+l' 

, 2 f <íx t 1 1 2, 

r 9 J x-2 ' 2 (iH 1)» 3(x+!)'"9 l " |í ' ,+ 


+ *i"l*-2| + c=_-fí^^, I1 |£=|| +c . 

Caso 111. El denominador tiene raíces complejas simples, ea docir, 
diferentes: 

I (*) = (-r 2 + px + q) (i l + Ix 4- Í) ... (x — o)° ... (x — d)\ 

A* (í) 

En este caso la fracción se dcscompone en fracciones simplos 
de los tipos I, II y III. 

Kjeinplo 2. CAlculnr I» inlcgral 


? X(U 
J (x* t-1 K'-r — | > * 


Dcscomponcinos la fracción bajo el stgno ile intcgrnl en fracciones 
«irnplcs (vén.sc (5) § 8. cap. X): 


For consigiucntc. 


z A x + n c 

(XJ I l)(X_l) X‘ - | ' X-t • 


z = (Az+ B) (x —l)+C (x*+1). 


Ilaciendo x 1, tenemo.s: I 2 C, C= — . 

Ilaciendo x U. lenemo.s: U —//=» . 

Igualando los coeficientes de **, obtenenins O-A + C, de dondo 


S xdx I P x — 1 . 1 p dx 

(x«+!)(x-l) ” 2 J x* + l ,, - c + TJx-1 ~ 

, _ 1 [ ±ít. + 1 f _±_ + 1 f _íí_ = 

2 Jxí+T ^ 2 Jx>+1 r 2 J x— 1 

= — -i-ln|x» + 11+ -i-nrctg x+ -i-ln|x—11 +C. 
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Caso IV. E1 denominador contiene también ratces complejas 
múltiplea: 

/(x) = (i* + px + g)‘(.t 2 + /:e-|-s) v ... (x —«)“ ... (x —d) 6 . 


En este caso las fracciones simples del tipo IV entran también 

F (x) 

en la descomposición de la fracción . ) : . 

t (*) 


Kjrmplo 3. Culcular lu intcgral 


z*-\ -4x3-t-llx*-u 12x4 8 
(x* -f 2x } 3)*(x-f I) X ' 


Solución. Dcscotnpongunios lu frucción cn clementos simples: 
x 4 -f 4x s -f 11 x* 4- I2x-f 8 Az + n Cs+D F. 

(x« + Zx + 3)»(x+l) í 2x + 3)*'"(**+ 2*+3) 1 x+1 • 

de donde 

Z 4 4-4x* 4. i ix» 4. i2x 4-8 « 

(✓1x-(-//) (*-|!) 4-(fx 4-D)(x* | 2x 4 3)(x-fi)4 /í(x* 4 2r } 3)*. 

Combinando los dos mélodos dados para delurminar los covficientes. 
hallamoa: 

/1 = 1, B=— 1, C—0, Ds=0, fc’-i 1. 

De tal modo lenemos: 

£ x 4 4-4x*4-llx*4-12x4-8 (» z — \ .,_,(* dz 

J <x*-f2x-f3)*(x4-l) ” J (x*4-2x4-3)* J ^ 

x-f 2 1/2 x4-1 , , 

°~ 2 7 ¿h 2x+a> —r“ rclg 'y¿ + l " |l + l '+ c 

En el ejemplo 2. 5 7, cap. X hcmos calculado la primera integral del segumlo 
miembro. La segundu integral puode ser calculada directumente. 

Del estudio realizado se deduce quo ia integral de cualquier 
función racional puede ser oxpresada mcdiante funciones elementales 
finitas, es decir: 

1) mediante los logaritmos, si las fracciones simplcs son del 
tipo I; 

2) mediantc las funciones racionales. s¡ las fracciones siraples 
son del tipo II; 




¡ntegral indefinida 


'.oo 


3) mediante los logaritmos y arcos tangentes, si las fracciones 
simples son del tipo III; 

4) mediante las funciones racionales y arcos tangentcs, si las 
fracciones simples son del tipo IV. 


$ 10. METODO DE OSTROOHADSKI 

Para calcular la inlegral de una fuución racional, cuando el 
denominador tieno las raíces múltiples, se puede utilizar otro inétodo 
más simple. Este método permite destacar la parte raciunnl de la 
integral, sin descoinponer ln fracción en los elemenlos simples 
e integrar después la frncción racionnl, cuyo denoiniiiador tiene 
solameute rair.es simples. La inteírración de tal fracción no ofrece 
ningiina dificultad, puesto quo puede ser descompuesta en fracciones 
simples de los tipos I y III. Este método se dehe aI célebre malerná- 
tico ruso M. V. Ostrogradski (1801—1862) y se basa en lo siguiente. 

Supongamos que se necesita integrar una fracción racional pro- 

F (jt) . . 

Pie ;. -- , donde 

/(■r) 

nx)=(x-ar(x-bf... + 


En virtud de la igualdad (5) (§ 8) el caso se reduce n la integración 
de las fracciones racionales propias de cuatro tipos (véase § 7). 
En cste caso: 

I) La inlegrnl de la fracción del tipo- es uua fracción del 

(x—«) 


tipo 


(*-«) 


Mx-\- N 

2) La integral de la fracción - es unn siima de frac- 

(i«-| px-l q)* 

M*x i- /V* 

ciones del tipo —- 1 —jjj, donde ^ p — 1, y de una intc- 


gral del tipo 


(x* \ px t-q)* 1 


y m * 


x +px + q 


- iLr. 


Por ahora dejemos apartc la integración de las fracciones de los 
tipos I y III. 

A1 sumar las fracciones racionalos obtonidas después de la inte- 
gración de las fracciones del tipo II y IV, tenemos la fracción propia 
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del tipo 


Y(x) 
Q(x) ’ 


en la que el polinomio Q ( x) es iqual a 


Q (x) = (x - «)"-* (x - 6)®-' ... (x 2 + px + ... 


... (x' + /x+ 


Y (x) es un polinoinio ciiyo grado es menor, en una nnidad, que 
el del polinomio Q. 

A1 sumar las inteqrales de lodas las rracciones del tipo I y III, 
(incluyendo también las inteprales del tipo 




+ px + q 


obtenidas mediante la integración de las fracciones del tipo IV) 
obtenemos la iutegral de la frarción propia del lipo donde el 

polinomio P (x) es igual a 

P (x) = (x — a) (X— b) . . . (x' pi |- q) ... (x' + Ix + s). 


Asi, encontremos que 


f(x) 

l(x) 


■ f^-dx. 
OM J P<d 


0 ) 


Aquí, X (z) es un poliucunio cuyo qrado menor eu uua unidad 
que ei del polinornio P (x). 

DeLerminemos aliora los polinomios X ( x ) y Y (x) de los numera- 
dores. Para eslo dcrivemos amhos miembros de la igualdad (1): 


— QY ~ Q Y 
/(x) <? r 

ó 

Q Q 1 P 

Demosli-ernos que la expresión del sequndo miembro es un poli- 
noinio. Notemos que / (x) PQ y escribamos la igualdad (2) en la 
forma: 

A'(x) = PY’ — ^21 + QX. (2-) 


2fi- 534 
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PQ'Y 

Qucda dcmostrar que la expresión--— es un polinomio, 

o que PQ' es divisible por Q. Para esto observemos que 
=[In Q\ = ((a - II In (x - a) + (P - 1) in (x - 6) + ... 

... + (n — 1) In (x 2 + px + q) 4- ... + (v — 1) ln (x 5 + /x + s)]’ = 

a-1 , (i-1 , , (|i — 1) (2x + p) , 

--1-- + • • • "t-J—-;-r • • • 

x — a x — b + + /«• + ? 


(v — 1) (2g + t) 

i* + /x + s 

E1 polinomio P será el dcnominarior coimin de las fracciones 
del segundo miembro. Ei numerador será un polinomio del grado 
inferior al del de P. Designémoslo por T. Dc tal modo, 

Q' _ T 

Q ' 

Por consiguicnte, la expresión 

O' T 

P — Y = P —Y —TY 

Q P 

es itn polinomio. La igualdad (2’) tomará la forma: 

F (x) — PY’ — TY + QX. (3) 

Comparando los coeficientes de iguales potencias de la variable 
en la igualdad (3), obtenemns el sisteina de ecuaciones, dc donde 
encontramos loa coeficientes desconocidos de los polinomios X y Y. 

Bjemplo. Calcular 

l (X>-I)l ix ' 

Soluctún. En eslo caso: 

/{.)=(*-t)*(*»+*+i)*. 

!*(.)=»(*—t) (**+*+!)=**— 1. 

p(x)= — ** — 1. 

La igualdad (1) ticno la íorma: 

C dx Ax*+Bx+C . C Bsi-hfx+G. ... 

-y: r + ), -x* ~— (4 > 

Derivando ambos miombros de la iguaidad (4) lenemos: 

1 (x>— t)(M*+B)— (/tx*+»x+c)3x* , Ex'+Fz + fí 

(x* — 1 )* “ (*»-l)» + **—I ‘ 
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Elimiruwdo el denominador, obtcnemos: 


i » (** — |) (2Ax + B) ~ (-■!**■+ R* + C) 3x* -f (x* - |) -f F* -f G). 

Igualando los coeficientes do los ténninos con las mismas potenciasdexen amboa 
iniemliros de la igualdad, obtenemos un sistema de seis ecuaciones para deter- 
minar los coeficientes A, B, C, E, F, G: 

0 = E, 

0= -A-\ F, 

0=-2fí + C, 

0«=3 C—E, 

0- -2 A-F, 

\ = — B~G. 

I n solución de este sistema nos da: 


t:=o, a 


i 


Sustituyendo los valorcs do los coeíicicntes determinadns en Jn igualdad (4), 
obtenemos: 

.1 _ 2 

? d* 3 * f 

.) U*-l)* s*-i 1 ,) x>-t ' 

EI denominador de la última integrnl tiene sólo raices simplrs y, por eso, 
la integral se calcula fócilmente. En dvíinitiva: 

4 


r ** t» t i.r r_i + iÜLl 


ds «¡ 


~ 3 (X» J -I) ~I ’il'-H+i*" <*•+«+IH +c. 


§ II. INTEC.HALBS l»E LAS FHNCIONKS IltRACIONALES 

No siempre es posible expreaar la integral de función irracional 
mediante funciones elemcntales. En este párrufo y en los posteriores 
estudiammos funciones irracionales, cuyas integrales se reducen, 
mediante sustituciones de las variablcs correspondientes, a las 
integrales de funciones racionales y se integrau, por tanto, total- 
mente. 

m r 

1. Examinemos la integral 5 /? (•*. x*) dx, donde R 

es una función racional de sus argumcntos*. 

m r m r 

*)El símb<»lo/l (x. J n .x*) indíca quocon Ins magnitudesx, x n , ..., ** 

se ejecutan sólo operaciono.s raciouales. 

Del mismo modo bay qur pntender en lo ultorior los síroboloa del tipo 
m 

/f(*. ( ) »*••)» B (sen x, cosx), etc. Asf por 

ejeroplo, el aSmbolo H (sen x, cos x) indica ouo con sen x y cos x se Tealizan 
operaciones racionales. 


26 * 
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Sea k el comúu denorninador de las íratcioncs —— , .... - . 

n s 

l'ijecuteinos la susiitución: 

* = í\ du=kt u 'dt. 

Entonces, cada potcncia rnit'eionaria de x se puede cxpresar 
mediante una potencia enlern tle t y, por consignienle, el inlegmnd» 
se transformará en luiit ióu raeional de /. 

Kjemplo I. r.ii|cnl.ir l.t inli'gr««l 


I 


Solución. Kl común denomiiiador dc las fracciones ; -f cs 4. Por pso, 

2 » 

cfcctucmo» 1« suftiitiición x t*. dx -\t*dt\ cntonccs: 

j ■■.■■ ■■ ■ ■"• ■■ 


x' I 


^ J dl I.. I «’ ! I| : '• 

. i i 
•-g-U* —lnl** Ml I hC. 


II. Examineinos la integral del tipo 


í«[‘(fíí) - .(fíi)>- 

' La integral se reduce a la de uria función racioual por inedio de 
la sustitución 

ax -f- b 


cx + d 


= r. 


donde, k es un denominador común de las fracciones — « 


Kjcmplo 2. Calcular la inlcgral 

Solueión. Kfectucmox lu sustitución 

x-f4 = r*; * = <*—4; 




Integralet del ttpo J fl(x, \'«x* + bz + c)dx 
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dx---2t dt: entonco-s: 


S^-S-^r—SC+^éj)-* S«*SA- 

!V ,-qr 1+ M,|^í±J=||+e. 


$ 12. INTEÜRAUÚS DEL TIPO J R(x, \/ax * f bx + c)dx 
Examinemos la integral 

J H (x, Vax* + bx + c) dr. (1) 

Esta integral se reduce a la de una funrióii racional de la nueva 
variahle inediante las siguientes sustituciones de Euler. 

1. Primera sustitueión de Euler. Si a > 0, haccmos: 

Vax z -f hx 4- e = ± Vax -f t. 

I*ara ntayor precisión. lomemosel signo inás delunle de \ a. Entonces, 
ax z -L- bx -f c = ax 2 + 2 V a xt -f f 2 , 
de donde x se define como una función racional de t: 


t z — c 

x = - a — 

b — 2 Va t 

(lo que quiere decir que dx lamhién es una fuución racional de /), 
por consiguiente: 

Vax z -f bx -f c = Va x *-f t = Va — -^-=- -f t 

b — 21 Va 


es decir, Vax? -f bx c es función racional de /. 

Fucsto que Vax z i bx j c, x y dx se expresan mediante fun- 
ciones racionales de /, por tanto, la inlegral dada (t) se trausforma 
en la intcgrnl de iiiih función racioual de /. 


K)cmplu I. üalctilar la integrnl 


S dx 

Vx* r r 


Solución. I'ucsio que oqui a l>0, |>ongHinus l/j*fC« — *-f/¡ 
entonces: 

x*4 -C x* — 2xl-J- /*• 


dc dontic 


, ‘*~ C 
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Integml indefintda 


Por conaiguicnte, 


y*+c —x+«—í!¿£+« _'i±£, 


Ttelornando n la inlcgral inicial, toneuios: 

Pi’Kj, 


f dx | 2I ! f d/ , 

J Víí+Í' ” J <^g ‘J~r 


|l|+-C, =ln |* + Vi4-(-tÍ + C, 


(véase la íórniulu I • ile la labla ilc integrules). 

2. Segunda sustitución dc Euler. Si c > 0, pongamos 
V ax z bx + c = xt ±Vc t 

entonces: 

ax z -|- bx -f- c = x z t z -f- 2 xt Vc -J- c. 

(Para mayor precisión hemos tomado ol signo más delante de la 
raíz). De aquí x se define como fanción racional de t: 

2Vct-b 


Puesio que dx y Vax z + bx p c tainbién se expresan mediaute 
funciones racionalcs de t. entonces suslituyendo los valores de 
x, Vax? + bx H- c y dx en la integral { fí ( x, V ax? 4- bx f c) dx. 
reducimos esta últirna a la integral de una funrión racional de t. 

Kjemplo 2. Calculur lu intcgral 


c (1-Vi+*+*»)» Hr 

i jr*Vl+ar+x* 

Solución. Pongamos V 1 + X 4-Jf*=^ +I. •nloncw», 

2 1 —1 2t* 2t4-2 

|+x + z* = x*/* + 2zl + 1; —y-d/, 

__ f* — # 4-1 __ — 2 l*+l 

+ l-yi-M-M»= t _,t • 

Sustituyendo las expresiones obtenidas en la inlegrul inicial, oncontra- 

mos: 

p ( 1 -Vl+I+I«) ! , p ( — 2 í*+ 0 *(i —í a )*(l —í») ( 2 í*— 2 í+ 2 ) ; 

J r+s+5* J (t-i a ) a (2i-i) a (<»-<+i)(i-i a ) i 

= + 2 J_!Ld ( + C=-2 í + , a|l±-;| + C = 
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2(Vl+*+*«-<) ,1 * + + I 

1 | 1—y»+*+i«H-i | 

=- ^"‘L + lnj^+zyi-n^ti+il+c. 

3. Tercera sustituciún de Euler. Supontfamos que a y P son raíces 
reales del trinomio ax* -f bx 4* c. Pongarnos: 

Vcx* -f bx -f c = (x — a) t. 

Siendo ax* + bx -f c a (x — o) (x — 0), tenernos: 

V a (x — a) (x — p) = (x — a) t, 
a (x — a) (j- — fi) = (z — a ) 7 r, 
a (z — ji) = (x — a) <=. 

L)e donde x se cxpresa como una función racional de t: 

aB — at 2 

X “ a-f~' 

Puesto que dx y V ax 2 I óx r c son también funcíones racio- 
nales de /, la integral dada se trnnsforma en la integral de la función 
racional de t. 


Obscrvación f. Ln tercera sustitución de Euler es aplicable 
no sólo cuando a <z 0, siua tambicn cuando a > 0; la úntca condi- 
ción es que el poljnomio ax * -\- bx c tenga dos raíces reales. 


lOjemplu 3. Calcular I» integrat 


•3 

Solución. Puealo qui* —4 (x -|-4) (x— 1), pongamo.s: 

Vt*+4> (x— t) = tar + 4) I. 

Kntoiiccs: (x-|-4) (x— 1) =(x4-4)*/*, x — t =(x-f 4) l a , 

I 4-4/ 2 . IÜ/ 


l-l* ’ 


>dt. 


Vu-f 




Hetoruando a la integra) inicial, tefiemos: 


c dx e !«(*- ' a > x. P 2 14 -i . /- 

J yjí+a*-« = J Vi H ' c 


-/rn 


|C = ln 


y*+4 i-y*-i 
yí+4-y*-i 


i c. 
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Observación 2. Noteinos que para reducir la integrul (1) a la 
integral de una funrión racional es suficiente utilizar la primera 
y la tercera susliluciones de Euler. Examinemos el trinomio 
tix 2 r bx 4* c. Si b * >— \ac > 0, las raíces del trinomio son reales y, 
por tanto, es aplicable la tercera sustitución de Euler. Si b 2 — 4 ac ^ 
0, tenemos 

ojT -f- bz 4" c = ^ l(2ax 4- b) 2 4- (4 ac — 6 2 )] 

y, por tanto, el tiinomio tiene el mismo signo que a. Para que 
Vaz* + &r 4 c sea real, hace falta que el trinomio sea positivo y, 
partiendi> dv aqui, tienc que ser a > 0. E« este caso se puedo usar 
ía priinera sustitución. 


« 13. INTKGKAUüN I)K LOS KINOMIOS DIKERENCIALKS 
La expresión de iu íorma 

r m (a 4- bz H ) p dj, 

en la quc m. n, /», a, b son núineros coiistantes se llama binomio 
dijerencial. 

Teorrnia. La inlegral del binomio diferencial 
J z m (a 4- bz n ) p dz. 


puede reducirse, si m, n, p, son números racionales, a la integral de una 
función racional y, por consiguiente, pucde expresarse mediante funcio - 
nes elementalfs en tos tres casos siguientes: 

I) p es un número entero (positivo, ncgulivo o cero); 

/n • I , ... 

J) ——— es un numrro entero (positivo, negativo o cero); 


3) 



4 • p es un número enlero (positivo, negativo o cero). 


Demostraeión. Transformemos la intcgral dada con ayuda de la 
sustitución 


Entonces: 




n 


Ji m (a + = " ' , (a + 6í)' , d2 = i|í , (a + 6í)’'<fa. f») 
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donde 


? =5L±l-l. 

n 


1. Sea p un número enlero. Siendo q un número racional, desig- 
némoslo por ~ . En estr csbo, Ja integrraj (J), tiene Ja fonna: 

r 

5 /? (2 • , z)dz . 

Hemos indicado en ci § II. cap. X, que una integrai de este tipo 
puede reducirse a una fnnción rarional mediante la sustitución 
2 = 

0 0 m -4-1 , . p , m +1 . 

2. Sca - un uurncro entero. KuUmces q -1 es 

n n 

tamhién un núinero onlero. E1 número p es racional, p — . 

, l l 

La inteqral (1) se reduce entonces, a una inleural dcl tipo 

x_ 

J /í|2". (O + !>z)*\dz. 

Ksla integral fue estudiada en el § 11, cap. X. Se puede reducirla 
a ia intcs'rní de una función racionai con ayuda de ia sustitución 
a + bz — t*. 


3. Sea 


1 


p un número entero. Pero, enlonces, 


/ii 4- 1 


— 1 -|- p q + p tnmbién es un número enten». Transformemos 
la inlcgral (1): 

| (a + b:)“ dz = j : q “ p dt. 


donde q -}- p cs un nútnoro cntcn» y p 


esun número racional. 


Ln última integral perlenctc ul irnipo dc inlegrales 




Esla integrni íut cxnminada cn el § li, cap. X. La integral 
indicada se reduce a la integral de una [unción racional mediante 

la sustitución -- - - t l . 
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Integral tndefinida 


Examinemos los ejemplos de la integración en todos los tres casos. 

_ 2 2 

Eiempl ° *■ S TT'(t+fñ' °S r ' 3 ~ ,1+lj) ~‘ A,,ul ' 

2 

(número cntero). Pongamos x J =n, transformemos la igualdari basta obtener 
cnlre parlntosis )a cxprcsión lineal rcspecto a z: 

_ 2 2 t t 

§ * *(1+*•)-• 

Hagumos la sustitución: 


Entonccs, i®|* dz — 2idt, y 
P _ 2 2 _t 

d ' J , 5 (1+*)-*dx=-y ^ |-»(1 + l*)-»2ídt = 

“3 jj j -^5 = 3 arctg <-f C=r3arctg V*+£“3 arclgy' r x -+-C. 

Ejeniplo 2. ^ dx ^ x 3 (1—x*) 2 dx. Aquí, m^3; n=»2; 

-“^-“■■2 (número entcro). Realicemos la sustitución x*=»x. Enlon- 
t _ » 

ces, x=r, dx=»—z 2 dz, y 

S vés- ,b=, S‘ í( '—* ) "^ rs, "-TS* (, -* , " í ‘' 1 - 

Para transformar la cxpresión entre scgundos paréntesis en racional, pon- 

gamos (1 — s) 2 t; cntonccs: 1—* = /*; s=»l*—1; dz *2tdt. 

Por consiguiente, 

S yfer dI " 4 S' (1 ->' 51,1 =Y S‘" a *" =• S - 


Vi-« 


(—* — 2) + C= 




( — ** — 2) +C. 


Klcmplo 3. $ l J-MI+J»)'^*. Aqul. o.= -2. 


»—2, p=*-— , y ~ * + p =—2 (número entero). 
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Transformemos la expresión enlro parénlesis en función lineal: 


1 1 
1 - 


x* = s; x--z] dx = — z~ dz; 

_ 3 _ 3 _ 1 _ 3 3 

^ + ^ 2-l(l-|-S) 2 4- : 2 |fc=..i^S *(*+*) ' i* = 


ición racio 
iustitución 

(W- 


E1 primer faclor es una función racionnl. I’ura que el segundo factor sea 
racional tarnbién efectucmos la sustitución: 


1-Intonces: 


1 4-x 


t 2 ; 


i . -2 idí 

“l*—1’ (/*-!)** 


Tor consiguiente: 

2 dx = l s-aflÍJ-) : d:~ 

“T$ ^d,= -«-i+c= 

í, .) : '• 

_ Vl -f- x* _ r 

' yrf** 




Observación. P.L. Chébishov, (ieslacado matemático ruso, demos- 
tró que la inteqral de los binomios diferenciales, con exponentes 
racioiiales puede expresarse mediante fiiuciones elcmontales sola- 
mente en los tres casos citados; (por supuesto, a condición de que 

a =j¿= 0 y b =¡£ 0). Si ninguno de los niixneros p, — , ——-1- p 

n n 

es entero, esla integral no puede ser e.xpresada por funciones ele- 
mentales. 


§ 14. INTEGRACION DE CIERTAS CLASES 
DE FUNCIONES TRIGONOMIITRICAS 

Hasta abora liemos estudiado sistemnticamente las inlegrales 
de funciones algebraicas (racionales o irracionales). En el párrafo 
presente examinemos las integrales de ciertas clases de funciones 
no algebraicas, en primer lugar, de Jas funciones trigonométricas. 
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¡Htegrnl indefintila 


Kxamintnnos la integral 

J fí(senx, cosx)dj-. (i > 

Uemostreiuos que esta integral, con ayuda de la sustilucióu, 

= * ( 2 ) 

se reduce siempre a una mlcgrul de una fumión racional. Kxpre- 

semos sen x y cos x en función de tií ^ y, por consi^uiente, en íun- 

ción de l: 


sen x = 



0 x x 
2 sen — cos-j 

3 X 2 X 

SCII ^ + COS - 





2 1 _ 

l+i ! ' 


2 X 2 X 

cos ~ — sen ^ 


t — r 


2 X 2 X . n X 

cos j — sen ^ 1 - tu ^ 

2 X 2 X . n X 

c°s - -f scn ~ 1 -f tc 


Luogo, 


x = 2 arr.lg /, 


dx — • 


'ldt 
1 -f r 


Así, sen x , cos x y dx quedan expresadas niediante funciones 
racionuhs de /. Puesto que una función racional de funriones racio- 
nales es tamhicn racional, sustituyendo las expresiones obte- 
nidas en la integrnl (1), ésta se reduce a una integral de función 
racional: 


í 


7i (sen x, cos x) dx = 



I - / 3 ] 2dt 

1 -f t 2 J 1 + t* ' 


Kjcmplu t. Analircmo» In inU-gral 
dx 

I acn x * 

En virtuil tle las fórmutan expuestas. tcncro«vs: 
2dt 


l, 


l ¿írH-frM t-|+ c. 


«+i» 
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L«t sustitución e.xaminada ofrece la posibilidad de integrar 
cualquier función del tipo fí (cos x, sen x). Por eso, se llama. 
a veres «sustitución trigonométrica universaU. Sin embargo, en la 
práclica esta .sustitución conduce a memido a funciones racionales 
demasiado complícadas. Por esto, siempre es preferible conocer. 
aparle dc la sustitución «universal» otras sustituciones, que. a veces. 
conducen más nipidameiilc al objetivo. 

I) S¡ la integral tiene'la forina $ fí (sen x) co <s x dx. la sustitu' 
ción sen x t, cos x dx dt, reduce la iutegral a una integral 


de la forma i fí (t) dt. 

2. Si la iiitegral tiene la forma J¡ fí (cos x) sen xdx, la sustitu- 
c.ión cos x t, sen x tlx — dt , reduce la integral a una inlegral 
de función rncional. 

.{) Si el intcgrandn sólo es función de tg x, la sustitución tg x t. 


x 


— arctg /, ilx. 


cU 

1 r t- 


reduce la intcgral a una iulegral de 


funclón racional: 


í mi K x)dx.= £ 

4) S¡ el integrando tiene la forma fí (sen x, cos j), donde las 
potencias de sen x y dc cos x son exclusivamente paros. se usa la 
inisma sustitiición: 

tg x - I, (2') 

pueslo que sen 8 x y cos 2 x se expresan inediante expivsiones racio- 
nales de tg x: 

2 1 1 

eos x =--— =-—, 

1 + tg*x 1 + r 


tfif 1 x _ t‘ 

1 -I- tg*x 1 -f- l z ’ 


dx = 


dt 

1 -H 2 ' 


Uespués de realizar la suslilución, obtenemos la integral de 
una funcióu racional. 


V—£—~ d x . 

Solución. Esta inlegral se reduce facilnicnle a mtu <le la forma 
// (cus r) scn x dr. 
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Integral indefinída 


En eíecto, 


sen 3 x 


dx = 


sen*rsenrdr 




- COS 3 X 


sen x dx. 


J 2 J- cos x ¿ 2 -f- cós x j 2-fcosx 

Eíectuemos la sustitución cos x = s. Entonces, sen xdx=—di: 

S 2T^r‘ ,I ”S4lT < - ,,1) 'STrf j <il= S ( I - 2+ 7T2')‘ fl= 

■= — •”2x4-3 ln (x + 2)4-C = ^~í—2cosx-f-31n(cosx4-2)4-C. 


Ejemplo 3. íJaJcuJar ^ j ^ . 

Efectucmos la sustítución tj?x = i: 

P dx P dt P dl 1 , t . ^ 

^__*L_) (1 + (1) = J2+«*“ Ví ‘ Kg Vi~ 

-w- n *(W +c - 

5) Kxaminemog ahora una intejjral mós, dc la forma 
J /f (son x, cos x) dx, aqui bajo el signo de integral se encuentra el 
producto sen n, x cos n x dx (donde m y n son números enteros). Es 
preciso estudiar tres casos. 

a) j sen m xcos n xdx, donde por lo menos uno de los números 
m y n es impar. Fara evitar toda ambigüedad, supongamos que n 
cs impar. Ilagamos n = 2p 4 - 1 y transformemos la integral: 

J sen m :rcos 2 ,>+l :r</:r= ] sen m xcos 2p xcos xdx = 

= J sen m x(i — sen 2 x) p cosxíir. 


Efectucmos el cambio de variable: 

sen x — t, cos xdx = dt. 


Sustituyendo la nueva variablc en la integral dada, obtenemos: 
J sen m xcos" x dx = J t m (1 - t 2 ) p dt, 
que es la intcgral de una ftinción racional de t. 

Ejemplo 4. 

• cos 2 x cos x dx ^ (1 — sen 3 x)'cos x dx 


0 sen 4 x J 




sen 4 x 


sen 4 x 

Designando sen x*t, cosxdr —di, obtenemos: 

r *,- |B = 5 x=_5*_j*-_^ r+ l + c. 


sen 4 x 




t* 

i 


_ i 

_ 3sen 3 x 1 senx 


4 C. 
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b) ) sen m x cos” x dx, donde m y n son números no negativos 
y pares. 

Pongamos m = 2 p, n = 2q. Escribamos las conocidas fórmulas 
trigonométricas: 

.sen 2 j =-i—icoslr, cos 2 x = -i -f ~cos2jt. (3) 


Sustituyéndolas cn la integral, obtenemos: 

| son 2p x cos'*^ x íir = ^ ^ —icos2x^ -f~cos2x 

Ejecutando operaciones de elevar a potencia y abrir los parén- 
tesis. obtenemos términos que contienen cos 2x en potencins pnres 
e impares. Los términos quo contienen las potencias impares, se 
integran como henios indicado en el caso a). Los términos quo tie- 
nen las potencias pares, los reduciamos de nuevo, utiliznndo suce- 
sivamente las fórmulas (3). Procediendo de esta mancra llegamos 
hasta los términos de la forrna ] cos kx dx, que pueden integrarsc 
fácilmente. 

Ejemplu 5. 

sen 4 x dx-r ^ (1 — cos 1 !r) 2 dx - ~ ^ (t — 2 cos 2 r -f cos* 2x) dx =» 
■=-£- — son2r-f--L (1 -f-coa 4x) dr J ~ ^ x— scn -\-C . 

c) Si los dos oxponontcs son pares y, por lo incnos, uno de 
ellos es negativo, ol inétodo indicado en el caso anterior b) no da 
resultado. Es preciso hacer la sustitución 



Ejcmplo G. 

S sc n* x dr 
cos a x 


tg x — t (ó cotg x = í). 
p aen* x (sen* x cos* x)* 

J COS a £ 


tK J x (1+ Ig’ t)* dx. 


Hagnmos tgr /, entonces, x«=»arctg/, dx = - y ohtenemos: 


/3 4 » r _ 

+ 6 “ 3 — 


•^ +c . 


6) En conclusión examinemos las integrales de Ia forma siguiente: 
) cos mxcosnxdx, J sen mxcosnxdx, ¡ sen mxsennxdx. 
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1 ntegral indefiniiia 


ICstas se pucden calcular con ayuda de Ins siífiiientes*) fórmulas 
(m ^ n): 

cos mxcos nr = -jj- [cos (m -f n)í + cos (m — n) x¡, 
scn mxcosnx = ^ [scn (m -f //) x -f sen (m - //) j-J, 

sen rnr sen nx = -^- [ — cos (m -f //) r 4- cos (m — n) xj. 

Sustituyeiido t* inte^rando, obleneinos: 
j* cos m.r cos nrdr = ^ J (cos (m -|- //) r -f cos (m — n) *| dr = 

sen (m f b)j ^ scn (m — //) r ^ 

2 (m -f n) 2 (m — ri) 

i)el m»>do análo^o se rnlctilan las otras dos integrales. 

Kjrmpln 7. 

\ scn ;»J íU*n ¿r j-r —• \ I — fw Kr |- ros Jrj tU - —-j- — ¡ r . 

§ lii. INTEGRACEON DE CIERTAS KUNCIONES IRRACIONALES 
C.ON AYIJDA DE SLSTITl’CfONES TRIGONOMETRICAS 

Regresemos n In integral examinada cn el § Í2 cap. X, 

J /í (x, Vax 2 4 - 4~ 0 dr (1) 

Mostremos aqui cómo esta intc>;ral puede transformarse en una 
intejrral dc la formn 

J R (sen z, cos z) dz, (2) 

estudiada eu el párraf<» anterior. 

•) Estn.s fónnulas se calculan fácilmcnte do la iminrra siguicnle: 
cos (m i-n)s — rns mx ros nx — sen mx sen nx, 
cos (m — n ) x casmicosni f jmmi mx ím»ii nx. 

Súmando estas igualdades tcnuino a ténnino y dividiéndolaa por dos, obte- 
nernos la primera de las trcs fórnmlas indicadaH. Ueslaudo término a término 
y dividiendo por dos. obtenernos fa tercera de estas fónnufa.H. La segunda fór- 
raula se obtiene de modo análogo. escribieiido las igualdades idénticas para 
sen (m f n) x y sen (m — n) x y sumándolas término a término. 




/ ntegraelón de eiertas funclonet irracionalet 


Transformemos el trinomio que figura bajo signo de la raíz: 

Efectuemos el cambio de variable, haciendo 


I + 2 -« = ‘- 


dx = dt. 


Entonces: 


V ax z -j- bx -f- c = at 2 ^c- ^. 

Examinemos todos los casos posibles. 

1 2 

1. Sea: a > 0, c— 7 — > 0. Introduicamos las designaciones 

4a 

a — m*. c — -j— = n 2 . En este caso tenemos: 

4 a 


Vax? 4 - bx -f- c = Vm 2 / 2 -|- n 2 . 
4a 


í f,2 

2) Sea: a > 0, c — < 0. Enlonces, a = m*, c — = — n*. 


Por consiguiente, 


Vax: 2 4- bx 4- c = V m 2 t 2 — n 2 . 


6 * 


2) Sea: a < 0, c ■ — 7 — > 0. Entonces, a = 
4a 

Por consiguiente, 


_ 6 * 

4a 


V ax z 4 - bx 4 - c = Vn 2 — m 2 í 2 . 
b* 


4) Sea: a < 0, c- 7— < 0. En este caso Ka * 1 4- bx 4- c es 

4a 

un número complejo, para todo valor de 2 . 

Así, la integral (1) puede reducirse a una de las siguientes clases 
de integrales: 

(3.1) 

(3.2) 

III. J fl(t. Vn* — mY) dl. (3.3) 

Es evidente que la integral (3.1) se reduce a una integral de la 

forma (2), con ayuda de la sustitución / = — tgz. La integral (3.2) 

m 

se reduce a una integral de la forma ( 2 ) mediante la sustitución 


I. J n (t, ~Vm‘t z -f n*) dt. 
II. J R(t, Vmh'-rfidt. 


27 r,;n 
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Integrul iiuttfinida 


f = — ser z. La integral (3.3) se reduce a una integral de la forma (2) 
m 

mediante la sustitución t = — sen t. 

m 


e dj~ 

F.icmplo. CaJcuJar 1« inlegral \ — , 

^ J V(a*-r*)* 

Solurión. Ks 1a intrgral del tipo III. llagamos la suslilución x- a sen 
entonces: dr = a cos 2 dz. 


dx 


a cos * di 


V(a 


_ T *)S 


V (a* — a* sen* s) 3 

1 .1 /-»_ * «'H: 1 

d f * " a* cos * a* 


S o cos s dr 1 P d: 

a* cos* s a» J cos 1 s 


Vt —scn* * 


-f-C = 


Va*-r* 


r-f C. 


S 1«. FUNCIONES CUTA8 IHTEGRALE8 NO PUEDEN 
EXPRESAHSE MEDIANTE LAS FUNCIONES ELEMENTALES 

Henios indicado (sin demostración) en el § 1 cap. X qtie toda 
función / (x), contintia en el intervalo ( a, b), tiene en cste intervalo 
una función primitiva, es decir, existe una ftmción F (x) tal que 




Fig. -J04 


Ftg. 205 


F' ( x ) — / (x). Sin embargo, no cada función primitiva, incluso 
cuando ésta existe, puede expresarse mediante uu núinero finílo 
de funciones elementales. 

Así, por ejcmplo, hemos indicado, que las funciones primitivas 
de los binomios diferenciales no pcrtenecientes a las tres formas 
estudiadas, no pueden ser expresadas inediante 1111 númcro finito 
de funciones elementalcs (teorema dc Chébishev). Tales son, por 
ejempJo, Jas fnnriones primjtivas expresada.s por Jas integrales 

! _ . f sen x , C cos x , f __ _ C dx 

‘~ x di, j — dx ’ ( — j Y\ -*»sen * dx ' \ ÜT7 

y muchas otras. 

En lodos estos casos Ja función primiliva representa evidente- 
mente, otra ftinción que no se expresa mediante una combinación 
de un número finito de funciones efeinentales. 
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Asi, por cjemplo, la función primitiva J e~ x 'dz 4- C, que se 
anula para x 0, se llama función de Laplace y se designa por <D (x). 
Por tanto, 

<D(x) = -í= f e -I '<ix -|- C|, si <D (0) = 0. 

Vn J 

Fjsta función está bien estudiada. Existen tablas de sus valores 
para diferentes valores de x. En el § 21 cap. XVI (tomo II) veremos, 
como puede ser realizado estu. En las figuras 204 y 205 se dan respec- 
tivamente la gráfica del integrando 

y = e * 

y la íjráfica de la función de Laplacey (I> (x). La función primitiva 

J Vl — A , 2 sen 2 xrfx -|- C (A<1) 

que se nnula cuando x sea igiial a cero, sc llania iniegral elíptica 
y se designa por E (x). 


E (x) = J V1 — k z sen 2 x dx C 2 . s ' E (U) = U. 

Existen también tablas de los valores de osta función para dife- 
rentes valores de x. 


Rjercicios para cl capítulo X 
I. Calrular las inlegrales: 


1. ^ x*dx. fíeip. 2 - ^ (xf V*)di, 

Hr,p. -|L + iÜJ ¿1 + C. 

3 ’ S ( tTí _x_ 4 ’’) áx - 6 v ’ i_ ro 1 

C f rtdt Hr.n 

jtt r 

_L_L 42 * + c 

Ví + C. 5. 1 2 ) d.. He.p 

"yT 

*• lyí- t 4, ís+c - 7 - l [ x '+j 

| \ * r» 

r) áx - "'‘ p - T+ 

+l z *i r &+3yi+c. 



Integración por sustitución: 8. ^ e* x dr. ftesp. -i- e»*-f C. 9. ^cosSrdx. 
fíesp. * -fC. IU. ^ st*u az dx . fíesp. — dT -f C. 11. ^ fíesp. 


<ix 


fíeip. — 


c«lg 3 r 

3 


+ C . .3. I 


cos*7x 


fíesp. 


l -¥ + C - ISn Hap - —U + C. «5. Re. P . 

— In 11 — x|-f C. 16. ^ 5“*»^ ■ Re *P ln|5~2x| + C. 17. tg 2 x dx. 


27 * 
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/ntegral Indefinida 


Hesp -y I r ‘l c °s2*| + C. 18. ^ cotg(5x — 7)dx. fíetp. -i- ln | se n (5x-7)| + C. 

^ coí%'¿y R ei P- —-j ln|cos3y|+C. 20. ^cotg-4pdx. Resp. 
31n j sen -y| + c - 21 • ^ tg? sc*<p d<p./ícjp. tg* q>+C. 22. ^ (cotg «*) e*dx. 

W«p. ln| scn f x |-f C. 23. ^ | tg4.? — cotg d5. /ícip. — -i ln | cos J — 


— 41n | sen — J -f C. 


^ sen* * cos x dx. /iej/». + C. 


25. ^ cos* x son x dx. /?r*p. — * -f- C. 26. ^ f/x*-f-lxdx. 

*"/>• yVí^+TPfC. 27. i?e,p. 1 VSi+3+C. 


*^+ c - «•$=&*■ l? ^+ c - 


s 


cotgx 


dx. /?c#p.— 


cotg* r 


+ C. 


S 


/icap. 


cos*x V 1 **—1 

2Vtg*-i+C. 34. ? ~ -r t Hesp. ^ 4-C. 35. f — oS — dg -. 

J x + ! 2 «) V 2 ««n*+i 

V^H+C. 36. S^^,. *«,. 2l7T ^+C. 

37. ntsp. 2 Vt+seni. + C. 38. f -V*Kf±i dx . H„p. 

J l/1 4- sen* x J cos* x 


4 V<*¿ *+*>* + <?• 39. J 


cos 2x dz 


He, P' -o# 


j ( 2 -f 3 scn 2 x)» 

«0. Rr,p. --L^+C. 41. f 

« y 1 COS* 3 .r y' cos 3 r J 

42. S ,J 7f^T flMp - 2 —+ c - «• 


12 (2 + 3aen2x)«+ C - 

! St£*.. n',p. Í5^+c. 


1 + X* 


fíesp. 


. ^ tr. «rccolg x 
+ C. 4o. 

iln (x« + 1) + C. 


Vl-x» 

i=aií+C. 44. S yf~ ^ Re.p. - ,rC ?^ - 1 

fcap. _*-^f¿í+C. ^ 46. »«p. 

”• S i 4 Í T3 dj flev ' f>»('*+^ + 3)+C. 48. S 
iln(2s(inx+3) + C. 49. § iírxp. In)lnx|+C. 50. 2x(x« + l)‘¿x. 

<íl+12- = C. Sl. 1 Jtgaxix. «xxp. í^-lgx + x+C. 

dx 


ff**p. 
52. $ 


_. Re.p In 1 mrctgx | +C. 53. $ • *«P 


(1+x*) arclg j 

4ln|3l,x+l|+C.54.S^ ¡ l6x.»« P .‘^í+C. M- $ yj^ 


Ejerciclos para el capitulo X 


fíesp. In | arcscn x | + C. 56. ^ ■> ^3 sen 2x dz ' ** e,p ' ^ I 2-f-3 sen 2x |-f-C. 
57. ^ co3 (In x) . fíesp. sen(lnx)-fC. 58. ^ cos (a -f &x) dx. fíesp. 

X 

~-sen(a-f 6x) -f C. 59. ^ e**dx. fíesp. i-e**-fC. 60. ^ e 3 dx. fíesp. 

x 

3 e* + C. 61. ^ e MnJt coax<íx. fíesp. í Mn *-fC. 62. ^ a xt xdx. fíetp. 

x* , - 5 

^- fC. 63. ^ e* di. Hesp. ae a -f C. 64. ^ (e**)*dx. fíesp. i- e* x -\-C. 

• P -- " 3 *'* M ^ e-**dx. fíesp. — i- e -**-f C. 


65. \ 3 x e*dr. fíesp. 


1 11 3 ( 1 


+ <?. 


s - l 

67. $ <+* | Ht,p. ^ («« + h6') 118. J .»•'*«« (,.L2) 


7fi - S0' " MP fln <3+*»*)+«• 7.. 

dr „ 1 /5 \ , - (* rf» 


2x fC. 

fíesp. 


t 1 "»-' ,l,) 1L ' 7Z ' S rf^*" c,p ^«^(VfcJ+c.7s. $ ^ 7 ^= 
^ are, ™(V3*) + C. 7*. $ • «"<’ f arcs »n-f-+C. 

75. $ . H'ip ¡«rca.n-j-4 <7. 76. $ ^ f jt . ««/>■ “ rc, K V + C. 

”• ü w* • I arc,g -T+ C - 78 - Ü íffr*- """• f ,n |f^|+ 

+«• 7fi - S y^r■ *-'■ «-f+vroi+c. 6 «. S vsfear-'" ,p - 

4-ln|te + VW-.*] + C.gl. $ f . I>t,p. i|n|«x-i V/W + o*** | + 

+•<•'• «• $ idrfír "“<’• fí ,n |¿ff|+ r - »• üfiffr- "'"’• 

1 . i n 1 ,^ + VÍl+C. »*• ^ * ÍZ . Htsp. i«rcsBni* + C. 

6 V¿ j ^>—1/5 | J V/I-X* / 

8S - ü -^T ■ "’’ p ‘¿ r “ rclg ^ 4 C ' “■ S yf=lB • """• arc * n ' x + 

+ C 87. f Jx ««,. -f .r«en l/L+t, 88. f . 

J V3^5í* V5 r J J «* + »on*i 

f * re ‘*(-—■) + c M - Ü xy ff i„»x arcse “( lni )+ c - 
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Integral indeftnlda 


90. $ «»P. -i(.rCC.,x,» + VT^r«+C. 9 |. ^-^ff d r. 

fíesp. ln (f a:*)— (arctg x)*4 C. 92. ^ ^ n J dx. fíesp. 

•|V(l + lm)» , C. 93. ^ ^ l+ -K* dr H " p ' ‘I f (' +V*)*+ c . 


s 


<íx 


- . flnp 4 V 1 + yi + C. »5. (¡ -fT^r • 


VíKi+V* ‘ 

«rclgr x +C. 96. \ coi r <íx . 3 J s ,, n x + C 97. í \' 1 + 4 r°s»z sen '¿x dr. 

J y st*n*x o 

Htip. -4 VO + 3»»* Ij’ + C. 98. ? . fl«p. -2 V' +co»»r + 

u o V' 1 + °° s2 x 

+ C. 99. [ CO;l ’ 1 <Ji. flrip, —!-. .. 1 +C. IUU. ( » l E* J . ii 

J »i*n 4 x r st*nx 3son s x ,) C os*x 

flnp. |M?Í+C. 101 .1 . flr.p-^inrclg ()/4>6-) + 


-|-C. Intpgralcs ilel lipo ^ 


. x-M 
2 


T arclg -f C. 103. ^ 


Ar \ fí 
a r* f- 6x f-c ‘ 
dr 

2x-f 4 ’ 


«■ l 


dx 


- . fíesp. 


x*-f 2x-j 5 
—^r- arctg ■ *** u r- -f C. 

VTí VTi 


P dx u 1 , 2x-f3-V5 , /» in- C rfx 

J x*-f 3x ft ' e,p y$ ” 2x 4 3 -f V5 ^ o x*—6x 


6x^-5 * 


fíesp -rln -— r -fC. 


107. 


6 ’ l " & ' -2z f i ’ Be,p ^ arcl «( 2 *- < )+ í; * 

(* dx „ I 3x—1 „ lftfl f (6x —7)dx 

i 3X.-2X + 2 - V5 • rCtg -Vr H t - "*■ S .V-7Í+TT • 

fl«p. In | 3x*— 7x+ 11 | +C. 109. ^ ,n <5T ’ _ai + 2,_ 

+C. 110. J / '«»> •| ll>( * ,_ * +,, + 

aj 4>- (5t - ,,+ 


11 , 1ÜX-3 

rarctg 


5 i/sí """ ys¡ 

+ w ,,c,gj w- +c - S 

+ i.ln(2»+1)+C. 112. $ <l - r - H ‘‘ P 4 ,n, 5»*— + 2 ,+ 

+ -V*^ ií 4^ 1 + C »3- <¡ fa‘-5rM 4r» ^ r ,_4 + 

5 V39 1/39 J 2**—*+1 r 2 

+ -j-ln|2x»-x+1|+j^arctg-^=-+C. 114. § 2 coa» x+jen x cosi+sen»*' 

fl"P • rC, * 1 17r L+C - ,n * e 6 rfl,es 361 tipo 5 y 
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115. 


dz 


y 2-3* —4x* 

Htsp. lll I *+ 4" + V x, + x + ' I + c - 


Http. 4 arcsen 8l + - + C. 116. \ iz r = - 

2 ysi j yi+*+*k 


117. 


I 


* . /Í«P. 


V2ÍJ+S» ‘ 

ü>|j+*+VSJ+3»r+c. n«-S vi-S- 3 *» - *"'• ^"““v^ 

+c - " 9 - S VTÍ 


_ Hesp. —V- In | 6*+ 5 +V'2* (6*+ 5) | + C. 120. 

y z (3x -f- 5) y3 


ñesp. arcson — + C. 121. 


dx 


Vl7 


y5x*__ x _i 


. fíeip. 


2 ax-f-6 


- dx. fíeip. 


P dr 

J 2 —3x —' 

^.„"0*—1 + V20(5*.—*—1,|+C. 122. $ Vajt) , tx , c ' 

2 V«*+t«+« -I C. 123. f (* : 3) d e — i. y<Lr. + 4i + 3 + 

0 V-b.+41+il 4 

+4i»|2*+i+V6rnrF5|+c. 124. I ■ n “ p ' 

~T¡ V3 + 66*-, 1**+C. 125. ^ v ( ; + ^^, - V3-+4^4T.+ 

+ «rcsen —y-i+ C. ,26. ^ 


3* + 5 


__ i*. Hesp. — +2**—* + 

V *(2*— 1) 2 


+ p. In (4*— 1 + V» (2*.-*,) + C. 


II. lnlegractón por partes: 

127. ^ re x dx. fíetp. e x (x— 1)-f C. 128. ^ x |n x dx. fíetp. x~ ^ In x—^ j + C. 
129. ^ x son x dx. fíesp. aen x — x co.s x-fC. 130. ^ Inxdx. fíesp. x(lnx—l)-fC. 
131. ^arcsenxdx. fíesp. z arcaen x-f ~\/i—C. 132. jj ln(i—x) dx. 
fíesp. —x—(1—x) ln (1 —x)+C. 133. ^ x n lnxdx. fíesp. ^ln x-~~^ j+C. 
134. ^ xarctgxdx. fíeip. |(x a +l) arctgx —xj-f C. 135. ^ xarcsenxdr. 
fíetp. |(2x 9 — 1) arcsen x-fx Vl — x*|-)-C. 136. ^ln(x*+1)dx. fíetp. 

x In (x +1) —2x + 2arctg X+C. 137. ^ arctgVxdx. fíesp. (x +1) arctg 
— V* + C. 138. f a rcs.n l/* fía/) 2 V* «csen V* + 2 V^- *+C. 

«1 yx 

139. ^ arcsen j /" x + i dx. fíeip. x arc.se n j/"jq-j —V* + arcl 2 V* + £* 
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140. ? xcos*xdx. fíesp. -f- 4- x sen 2x -i- cos 2x C. 141. ^ * a r p~ < ^^ _ T 
J 4 4 o t) y l — jí 

fl«p. i-l/l-iiarcscni + C. 142. § jpryíjy ix ' '4 (1 +- ar») + 

+ -í- arctg 1 — -!■ + C. 143. xarclgVi* — iiz. Rttp. 

1 1 * arctg V/i> - 1 - i- V^* - 1 + C- 144. T di. Htip. 

ln j i—Í- ' 1 J — i arcaen i + C. 145. ^ In ( 1 + VI + »’) dx. Htsp. 

1 In 1 1 + V* + 1 ’ | — VH >>+C. 146. ^ arcseo x :p=\L== . Hetp. 1 

Utilizar austituciones trigonométricas en los ejemplos síguientes: 

147. ^ Yíl~dz. fíetp. - V^TT^ — arcsen ^.+C. 148. \¡ 1 >yíTT7«di. 
Reep. 2arcsen +- 1 V4 — 1 * + 4- i> 1/4—x* + C. 149. í - * ** . 

' ¿ i v 4 v j i»yi+i» 

fíeip. —— 1 + í 4-C. 150. ^ Í—— dx. Hetp. V x *—o>—a arccos ~ + C. 

151. f ÍZ fíesp. -4 1 + C. 

J V(“ , + X ’) a “ V <, ’ + 1 * 

Inlegración tle las fracciones racionales: 

,M - l { z-1üz-i) dl - ,M ' S (i + 1 )(i + 3) (1 + 5) ■ 

R ' ,p - 1 10 77- + T ^fr+ iy • IM - l "i T ^x '^- n " p - 4+4+ 41+ 
+ ln | J i7W ? -l +c - ,55 - S ( x - >-tíy + 2 )-^ p - £- 2 i+ t 1 %ttít>+ 

+ H ln(x + 2 )h c. 15«. S (,-l)tx- 2 ) ' «“<’■ ^j+to^+C. 

' 57 - $ i»-¿*+4i fc ^+ l “^ i + c - 

2^i+ 1 “(TW’ +C - ,59 - $ (TT^- -™ + 


P 2x a —3x — 
J (x-l)(x*-2 


- dx. /7#«p. In ■ 


In 

+c. 

161. 

Vi’+i 



I — 1 

«rel* —5— 

+ C. 

162. 


x*—6 . D . x*-f-4 

1 » -)-6ii + 8 R " p - ‘ D ^Vif+ 


+ ^ +-t~ arctg-^-arclg —^1- + C. 

í>+^' 2 8 2 y 2 * y 2 
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•»S=&-^ «■ Stoti-* 

ln Fn?+y * rct *T +c ' ,65 ' s ^TT' 

+ y¿ arctgI C. 166 ' S x / | **• Re, l'- -y |** + ln(*»— t)|+C'. 


167. 


(a* + 2>« 


dx. Hetp. 


tüíw + ln (1 ‘ +2), -TÍ71 * rclg fl +c ' 


f (4x*—8x) dx 

*' J (x-l)»(x! 


» + !)* ' 


fletp. 


3r* — 1 


(X-1)» 


x-i)(x«+D + ln T*+T +,rc,g I+c ' 


P _ dx . X-1 10 2x— 1 2x-l 

J (**-*) (**-x+l)*' t,P ' " x 3 y3* r ° * yi 3 (**— x+1)^ 

Integración ilo las funcinnes irracionales 170. ? , l ' r — <ii Hrsp. 

•> ► x*+l 


_* l‘/T» 

3 


IV'Tí-ln(J'i*+l)l+C. 171. § - + **^J — dx. Hnp. ~ ¡'x* - 

- 2, ^+C. »72. I .^+y^ 8*. R" P . -l+ii+21.,- 

-24ln(l^í+l)+C. 173. \ , - dx. Hnp. 4 !' **“ 

o y x-f y x-f V'x-f 1 0 


- Y V '’** -f4 Vx — G » / x-f 6 Yx— 91n({ x -f l) -f — ln ({ / r*-f í) — 

+ 3 arclg, x + C. 17«. $ j/jííS ln [ VrHÍyr^ [~ 

- J ^f £L+C ' ,7S ' 2 ‘ rcl * /tW + 


+ll 


n T’L J - + C. 176. ^ , l _f + tlx. Htsp. hT'; í- 

Vi+xVi-x J y*+y% i* L’ 

—yV"T+-f , ^ia-i , /P+4-‘} / T*]+c. 177. § 

V3x>—7x—6 + — ( - ( _^ In f — ^ + \ x* — 4 X_ +C. Inlegrales doI 

tipo J «(*. V«x*+»*-<-.)¿x: 178. S x V**—*+3 * t73 ' 

xln | V^3-V 5 + _j_| 4C , 17 , 

1 ll^+x-xí+VS^ 


V2 


2 V2 


'V2+X-X* ' 
+ C. 180. ? - dl 

" *V*» + 4x—« • 


Hesp. 

Retp. 
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í—2r-\.C. 181. f |J * 1 dx. R'ip.V z*+2x + \n\l-\-\ + 
x V 2 v * 


+ V**+2.|+C, 182. 


f*_ dr 

ü V(2x-z>)» 

1 


Hesp. 


V2i-j-« 


+ C. 


183. \ V3j— x a ciz. Aetp. -^- |(x—1) V2 *~j* +- arcsen (* — !!] + C. 


3. ^ V 2 

18«. ^===. He*p. -^+ -|- Vz'T —f ln I *+ V* 5 - 7 , I + C. 

,83. f -$==- • H"P ln I r + Vl + X + ÍÍ — I + C. 

¿ (l+'lVH'+í' I 2+x+Vl+*+-** I 

\ - T+1 J - ftr-r-=L= +C. 1*7. \ ! — 

J (2 s+z*\V'¿x+r' V3x( x> ■) x V>+r + x> 

+ C . ,88. $ _VüHL. 


( 86 . 


/fesp. ln 
8 


2-| r-2j/i_±jC±x*_ 

/* 


- dx. Reap. 


i lnU (-2H- V- f * * 4x|+C*. 


x -f V^ + ^z 
Integraciúu Ji* los binomio» diferoncialcs*. 

,89. \ ^ lí{ ~ Jx n "P- 2(,+x s ) 5 +C. ,UÜ.\ i 3 (2 + x 3 )‘ ít. Hesp. 

t( 2+x ¥^- 'M^T' ^ Vf7* ' c - 

( (1 ' x») 2 

l -^—¡| - H"P -(!++• ( 2x+ i) +C. 193. \ ( |+ JT)V. Itesp. 

x»(l+x«) 2 


i(7 Ví"-«) (1+Vi)*+C. 19«. ^ - L . ? — di. He,p. 
,95. \ x» J (1 +"*»)» de. Hesp. 


s 

*/Z\ 2 


V+HÍdx. Hesp. 2(«+3*/í) (2-í'í) 
y r o 

S 

* —3 .. . ,.3 


4ü 


Vr 


Integración de las funcione- , < trigonoinótricas: 

196. ^ sen 3 xdx. Resp. — cos* x —co» z + C. Üi7. ^ sen ft zdx. Retp. — cosx + 

-+~|-cos*x — C0S 5 - Í + C. 198. cos 4 xsen*xdx. Resp. — -i cos ft x+y cos 7 x+C. 

199. C ^ os . x . dx. Resp. csc z—¡j-csc* x -\-C. 200. \ cos* xdx. Reap. -rp-f- 
e) sen* x ó J ¿ 

, * i i n nn, C 4 j d 3 sen 2x . sen 4x . * 
+sen 2x-f C. 201. ^ sen 4 xdx. Retp. -g- x ---1-—-f-C. 

^ cos* z dz. Reap. ^5x-f-4 sen 2x—— ^ ^on 4x j +C. 


202 . 


3 
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2U3. sen*icos«x</i. fícip. (3»— sen 4x+ 8e ° 8r ) +C. 204. jj tg>xdx. 

fícsp. —--(- ln | cos x | + C. 205. ^ cotg 6 x <¡I Hesp. — fcotg* x + -^-cotg* x+ 

-f In | sen x |-*-C. 206. cotg* x dx. fíeip. — COt .^ J —In | sen x j C. 

207. \¡ sc* x dx. /t«p. - 7 - T - )- a '| >T + tg a x-j tgx-f-C. 208. tg* x sc*x dx. 
fíetp. -+-h >g 1 +C 209. y ■ fíeip. tg x-j- -i lg* x + C. 210. 

S S7 fc ' l, " p - C ~ c **- 2H ' ^=5=/ 4 C " 5¡c + 3e “ 3x + c - 

212. ^ sen x sen 3 x </x. fícip. —— -j-‘—— -—-C. 213. \ cos4x co» 7x dx. 

fícp. + 214. ^ cos 2x sen 4xdx. fíe.p. _£^f-SSLÍÍ+C. 

215. C sen-í-xcos-Íxrfx fíetp. — S£|í + cos-í-x + C. 216. -—Íí-. 

o 4 -í 2 2 J 4 — 5senx 


/t«p. -r ( - In 


St 


18— 2 


+e 217. 


+ sen i 


fíetp. 


-u= 


TíñTx • Y" rctf! 2l|í T + C ' 


< + igv 


- + x-fC. 219. 


f* cos x ¿x 
0 1 4- coa x 


fíeap. 


x-tgf+c. 220. ^ rfx. //„p. urctg (2 sen* x 1J + C. 221. 

S(T+^iT)i- "'">• T ,g T + T tg, T+ c - ^ 22 - S M ,V ' 

— f[colgx + rjix- nrctg ('y|‘)] + C - 223. $ TT^ 

v¿ * rotg (v|)-* +c - 


CAPITULO X! 


INTEGRAL DEFINIDA 


§ i. PLANTEO DEL PKOBLEMA. SL'MAS INTEGRALES 
INEERIOR Y Sl'PERIOR 

Un medio poteute de investigación en las matemáticas, física, 
inecánica y otras ramas de la ciencia es ia integral definida, uno de 
los conceptos fundamentales del análisis maternático. E1 cálculo 




Cf\ * 0 -ax, x t xj 

Flg. 207 


x 


de las áreas limitadas por las curvas, de las longitudes de arcos, 
volúmenes, trabajo, velocidad, espacio, inomentos de inercia. etc., 
se reduce al cálculo de una integral definida. 

Sea y f (x) una función eoutinua dadu sobre el segmento I a, 6| 
(figs. 20ti y 207). Designemos por my M sus vaiores mínimo y máxi- 
mo respectivamente cn este segmcnto. Dividainos mediante los pun- 
tos el segmcnto la, 6] en n partes 

a - x 0 , x,, x 2 , . . x n - t , x n = b, 

en este caso, 

xo<x t <x z < ... <x„, 

y pongamos: 

X\ — x 0 — Ax i, x 2 — x t = Ax 2 , x H -t = Ax n . 

Designemos ahora los valores mínimo y máximo de la fun- 
ción / (x) 

en el segmeuto |x 0 . x,l, por m, y M\, 
en el segmcnto |x,, x 2 l, por m* y M 2 , 


en el segmento |x n ,, x n I, por m n y M n respectivamente. 
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Formemos las sumas: 

n 

s„=m,AAr l + m 1 4Af,+ ... +m„Ajr„= 2m, Ax„ (1) 

I 

n 

s„ = M, AJT, + M, Ají, + ... + M„ Ajc„ = 2 M,\x¡. (2) 

s„ se llama suma integral inferior y s„, suma integral superior. 

Si /(jr)>0, la suma Integral inferlor es numéricamente igual 
al área de la «figura escalonada inscrita» AC t N ¡ C í hl,.. ,C n _,N„BA, 
limitada por una línea quebrada «inscrita». La suma integral supe- 
rior es numéricamente igual al área de la ifigura escalonada cir- 



cunscrila» AK a C,K,. ■ C„.,K„.,C„BA, limitada por una linea 
quebrada «circunscrita». 

Analicemos algunas propiedades de las sumas integrales, supe- 
riores e inferiores. 

a) Dado que m, < M, para cualquier í(i = 1. 2.n), en virtud 

de las fórmnlas (1) y (2) tenemos: 

(El signo de igualdad sólo corresponde al caso en que /(jr) = const). 

b) Dado que 

m,>m, m,>m, .... m n + m, 

donde m es el vaíor minimo de f(x) en el segmento (a, f>), tenemos: 
s„ = m, \x, + m, Ajt, + ... + m„Ajr„ > m Ajt^ + m Aj:, + ... 

... + m Ajt„ = m (Ajt, + Ajt, + ... + Aj:„) = m (b —o). 


Asi: 


s„>m(6—a) 
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c) Dado que 

Af, < M, ,M,< M ./M„<AÍ, 

donde M es el valor máximo de / (x) en el segmento [a, 6), tenemos: 
s„ = M, Ax, + M, Ax, + ... + M„ \x„ < M Ax, + At Ax, + ... 

... + M Ax„ = M (Ax, + Ax, + ... + Ax„) = M (b — a). 

Asi: 

l„<M(b-a). 

Uniendo dos desigualdades obtenidas, tenemos: 

m ( b —o) < s„ < s„ < M (b—a). 

Si /(x)> 0, la última desigualdad tiene una interpretación 
geométrica simple (fig. 208), puesto que los productos m(b — a) 
y Af (b —a) son numéricamcnte iguales a las áreas respectivas del 
rectángulo «inscrito» AL,I.,B y del «circunscrito» AL,L,B. 

§2. INTEGRAL DEPINIDA 

Continuemos el examen del problema del párrafo anterior. En 

cada uno de los segmentos [x 0 , x,], [x„ x,[.[*„-„ x„J elijamos 

un punlo que designamos respectivamente por E,, 



(fig. 209): 

*» ^ ^ x„ x, < I, < x,, ..., x„—| < £„ < x„. 

En cada uno de estos puntos calculemos el valor de la función 
/(íi). / (I,) ./(U y formemos la suma: 

*. = /(£») Ax, + /(5,)Ax,+ ...+/ (í„) Ax„ =J¡ /(|,.) Ax ( , (1) 
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y todofl los Ax¡ > 0, entonces, 

m, Axi < / (£i) Ar¡ < MiAx¡. 

Por consiguiente, 

^m/Ax/C / (I,) Aar, < 2 

/ ~ i i = i i -i 

ó _ 

3n *< s n s n- (2) 

La interpretarión geométrica de la última desigualdad ea que. 
para / (x) 0, la figura cuya área ea igual a está limitada por 

una línea quehrada, c.omprendida entre las líneas quehradas «inscrita» 
y «circunflcrita». 

La suma s n dcpendc dcl modo de dividir el scginento (a. ó| 
en Jos segmentos |x|»|, xj, así como de !a elección de los puntos £, 
dentro de estos segmentos. 

Designemos por máx lz A .| ( la mayor longitud de los seg- 
mentos |x 0 . x¡\, |jj, x 2 I* • • •• 1*«- 1 » -*tJ- Examinemos diferentes 
divisiones del segmento | a, 6J en los scgmentos lx,. t , x¡í tales que 
máx x¡) -► 0. 

Es evidente que, en cl proceso de división, el número n dc seg- 
mentos tiendc al infinilo. Eligiendn los valores cíirrespondientes 
de se puede forinar, para cada división, la suma integral 

2 /(5.) Aí ( . 

I ■= I 

de modo que se puede liablar de la división succsiva y la secuencia 
respectiva de las sunias integrales. Supongamos que, para uriu 
sucesión de divisiones eligida, cuando máx Ax¡ -*• 0, esta suma*) 
tiende a un liinite /. 

Si para las divisiones arhitrarias del seginento |a, 61, tales que 
máx Ax¡ 0, y |a elección ciialquiera de los puntos l¡, la suma 

n 

2 /(£i) Ax, tiendeaun mismo límite /, se dice que la fnnción / ( x), 

. i 

quc es un intcgrando, cs intcgrable en cl segmento [a, 61; el límite / 
se Ilarna integral definida de la función / (x) en el segmento [a, 6| 

b 

y se designa por: j / (x) dx. Entonces podemos escribir: 

l*m 2/(5 ( )Ai,= j Hx)dx. 

mii Ax/ -* 0 I ** I a 

* En el caso dado, la surnn os una magnitud variable ordcnada. 
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Los númBros a y b sc Uaman, resjiectivamente, limite in/erior 
y superior de la integral. E1 segmento lo, b\ se llama segmento de 
integraciin, la lelra x, variable de integración. 

Notemos sin demostración que si la función y — f (x) es continua 
en el segmento Ifl, ¡>1, es integrable en el mtsmo segmento. 

Si para cierta sucesión de las divisioncs, tales que máx Ax, -► 0 
estudianios la secuencia dc las sumas integrales inferioros s„ y las 
sumas intcgrales superiores s„ para una función conlinua / (x), es 
evidento que estas sumas tenderán a un mismo limito /, es decir, 
a la integral definida de la función / (x): 

fl b 

lini % m, Ax, = J / (x) dr, 

mái A*i -» 0 I •* I a 

n 6 

lim M, Ax, = J/(x)ífx. 

más A*i -• 0 I ■=* • a 

Entre las funciones discontinuas liay funciones integrables y no 
integrables. 

Si construimos la gráfica del integrando y = / (x) entonces, on 
el caso de / (x) > 0, la inlcgral 

5 /(*)<** 

será numéricamente igual al área de asi llamadu trapccio currilineo 
formado por la curva ,/ / (x), las reclos x a, x = b y el ejc 

Ox (fig. 210). 





Fig. "to 


Por consigiiienlo, el úivaQ de un trapccio curvilíneo comprendida 
entre la curva y f (x), las rectas x = a, x — 6 y el eje Ox se cal- 
cula mediante la intogral 

(?=5/(x)ir. (3) 

a 

Observación 1. Nolemos que la integral definida dopcndo aólo 
de la forma de la función / (i) y de los límites de integración, pero 
no dependo de la variable de integración. Esta última puede desig- 
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narae por cualquiera letra. Por eso se puede, sin cambiar el valor 
de la integral definida sustituir la letra x por cualquiera otra. 

J7 (*) dz = J7 (í) dt — . . . = J7 (z) dz. 

a a o 

b 

A1 íntroducir el concepto de la integral definida J / (x) dx 

a 

hcmos supuesto que a <; b. S¡ b < a, según la definición tenemoe: 

\f(z)d*=-\n*)dx. ( 4 ) 

a 6 

Así, por ejemplo, 

j x z d.r = — J| jr 2 dx. 

5 ó 

Finalmente, si a = b, según In definición, para toda función / (x) 
tenemos: 

j/(x)dr = 0. (5) 

n 

Eslo es naturat tambiéu desdc el puuto de vista geométrico. 
En efecto, la loitgilud de la base del trapecio curvilíneo es cero, 
por tanto, su áren también es igual a cero. 

i« 

Mjomplo I. Hallar la inlcgral ^ kxdr(b>a). 

a 

Soliici«»D. Oosdool puntn do visia goomótríco el i»r»blorua se reduco al cál- 
culo dol ároa Q do un trapocio, Comprrrulida ontn* ías línoaa j/ kx, * a, 
x ~ b, y = 0 (fig. 21IJ. 



I.a funciún y = kz, qu« sc hulla bajo et signo de inlegral, oü continua. 
P»r conríguiont», para calcular la intogral (Jofiaioa ss puedo. com» liomos indi- 
cado más arriba, dividir arbitrariainonto el aegmento f«. 6] y elegir cuales* 
quicra puntos intermodios £*. Kl resultado del cálculo de la iutegral definida 
no dependo del método d»? (omiación de la suma integTal; siendo que el paso 
do la división tienda al cer o. 


28 534 
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Dividamos cl acgmcnto |a, 6J en n parlcs igualcs. La longitud Ax de cada 
scgmcnto garcial cs igual a: 

^—. Eiate número se llaina ipaso» de la divisióa. Las coordc- 
nadas de los puntos de división son: 

a=x 0 , x t + 

X 2 = a +2Ax, .... *„ = a 4 nAx. 

Como puntos tomemos los extrcmos izquicrdos de coda .scgmcnto: 


Si" 0 # lz = a + Ax, l 3 — a-\ 2br, .... &„ = «+(n — t) Ax. 
Formcmos la suma inlegral (1). Siendo /(5 i) = * 5 i. tenemos: 

*n - kl t Ax + *£ 2 Ax + ... + kin Ax = ka Ax +1 k (a + Ax)| A* + . .. + 

+ {*|a + (n-1)Axn Ax = *(«+(fl +Ax) + (« + 2A*)+...+ 

+ (fl + (n-!)Axl) Ax = k{na + |A* + 2Ar+...+(«-l)Axj)Ax = 

™A(n«+II+2+...+(«-!)) Ax) \x. 
donde Ax =-— . Toniendo en cuenta que 


t+2 + ... 


+ (n-l)- 


n{n— t) 
2 


(como suma de unn progresión aritmética), tenemos: 


*»«=* J^na + 
Puesto que: 

entonces: 


n (n — 1) b — a ~\ b—a 


lim -—— *»l, 

n-oo n 

lím s n = Q = k £<* + —-7—J (b — ®) k h , ¿ " . 


a). 


Así, 


Bs fácil calcular el área Aliba (fig. 211), usando |oh mélodos de ln geome- 
tría elcmcntnl. Bl resultado será el mismo. 

b 

Ejemplo 2. Cnlcular ^ x* dx. 

0 

Solución. La integral dada cs igual al área Q del trapccio curvilínco limi- 
tado por lu parábola y = x*. la ordcnada x = b y la rectn y = 0 (fig. 212). 
Dividnmos el scgmento |a, 6| en n pnrtcs igualcs por medio de los puntos: 


x 0 = 0, x t =*Ax, x 2 -= 2Ar, .... x n = 0 = nAx, 



Como los puntos £| toraemos los extrcmos dereclios de cadn scgmento. 
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Fnrmcroos )a suroa intcgral 
l n mt *}Ax -f *|Ar -f . . . -f ** Ax » 

«= |(A*)* A* -f (2A*)> A*-f . f (nAx)* A*| = (A*) 3 (l*-f 2*+ ... + n*J. 
Como es nabido: 

l»+2»-f 3»-h ... + b» = " -ÍÜ +1) ÍH " +I) - , 

por esto: 

6* n(n+l)(2n-f I) 6* / » W" . M 

tn ~ñsr -6-"T V f 1 2 + tJ* 

6 

lím > n ~Q** ^ **tfx = 4p. 
o 

\ V »•** 


*$ *j * * 

Flg. 212 

Rjcmplo 3. Calcular ^ m dx (mnrrntt). 

o 

Solución 

6 n n 

ndr*- lím V mA/js* líin m V, Axj =* 

niá* “ máx AX|~*0 ^ 



= m Ifm V A*| =m (b~a). 

mdx Ax ( -»o “ 


n 

Aquí, A*i cs |a suma de las longitudes do los scgmcntos parciales 
i= t 

que componcn el segmcnto (a, f»|. 

Cuaíquiera quc sca e| modo de la división, csla suma cs igual a la lon- 
gitud del segmcnto 6 — a. 


28 * 
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b 

FJjcmpfo 4. ClaIcul«*r ^ e* tix. 

Solurión. Dívidamo» de nuevo el sogmento (o, AJ en n partcs iguales: 

b — a 

r 0 = a, xj «í-f Ar, x n -d + /rAr; Ar =-—-—. 


Conio puntos £ toniernlos oxtromos izfjuierdos. Kuraiemos la siimn intogral 
S„ - + + ,«+(»- *)*« Ax = 

= «“(l+í 4 *+, íd * t ... 


La expresión corajircndida enlre parénleeia cíí uiib progresiún gei*métrica cuya 
razón os c A *. y ol primer tórraino igual a 1; por ostn: 




l.uego lenemos: 


. .. A-r 

h - a‘ lilll —- 

A*“*« C A *—1 


Scgúti la rcgla do l'lhuipital 

lim 

/=o 



I. 


u 

Así, liiu S 0 — Q t" (e b " — I) I -- >••• , i'.s ijecir: \* i ,T rfx c f ' — t". 

n-*e «5 *j 

Obsorvnción 2. Los ojeniplos exatiiinndos inuestrnii que el 
cálculo dirocto dc las integrales derinidas como límites de sumas 
integrales presenta graude.s dificuítfldes. Inciuso, en los casos en que 
los integrandos son tnuy simples {kr„ j* 5 , e x ). ostc método requiere 
cálculos laboriosos. E1 cálculo de las iutegrales definidas de las 
funciones complicndas es aún más dificil. Es natural que stirge ol 
problema de encontrar un método cómodo para el cálculo de las 
integrale.s definidas. Este método, dcscubierto por JVewton y Leib- 
niz, utiliza la relación lógicn qtie existe onlre la integración y la 
derivación. 

Los párrafos ulteriores del presente capítulo se dcdican a lo 
exposición y arguinentación del inélodo ntcncionado. 
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ft 3. PROPIEDADES FUNDAMENTALES 
DE LA INTECRAL DEFINIDA 

Propiedad f. El Jactor constante se puedc sacar fuera del signo 
de la integral dejinida : si A — const , 

b b 

\ AJ (x)dx = A 5 J(x)dx (1) 

a a 

Demoetración. 

b >% 

5 A/ (x) líni £/!/(£,) Aí, = 

a u)Ak A* -► o I — I 

= /1 r.m ¿ /tl,)Ax, = A 

mé>\ Ax -» 0 i = l a 

Propirdad 2. l<a integral dcjinida de la suma algebraica de i'arias 
Junciones es igual a la sunia algebraica de las integralesde los sumandos. 
Por ejcinplo, <>n el caso de dos sumandos: 

5 [/. <*) + / 2 (/•)]<U = J /, (x) Jjc + J /, (x) dx. (2) 

a a a 

Demostracion. 

J[/i(x) + /j(x)l<ir= l¡... £ [/.(!,) + / S (l.)]4x,= 

a t»Ai \m t 

= lim | ¿ /. (£») Aj-, + ü / 2 (£.) Ai,] = 

otás A< = - l 

= li.n ¿ /lU.Í'Vr, + 

inái A* — 0 I *= I 

n 

+ Jim /*(l()Ax.= 

mái Ax -•01=*» 

= 5 /. (•'•) rfx + 5/2 (x) di. 

« a 

La demostración es válida para cualquicr número de sumandos. 
Las propícdades 1 y 2 demostradn.H para el caso cii que a < 6» 
son válidas también para ei caso en qne a 6. 

Sin embargo, la propiedad siguienle es válida sólo ruando a < b. 
Propiedad 3. Si en el scgmento |fl, 6| t donde a <C b y las funciones 
f (*) y <P ( x ) satisfacen a la condición f (x) *P entonces: 

b b 

5/(x)<tr< 5 V(x)dx. 

a a 


( 3 ) 
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Demoslrnción. Exatninemos la diferencia 

b b b 

¡ tp (x) dx — j / (x) dx = j I' p(x)—f(x)]dx = 

a a a 

= IÍI11 ¿ l'í <£i) — /(|,)J Aj,. 

litAx A* •* 0 i =■ I 

Aquí, cada diíerencia tf (|,) — f (£,) ^ 0, Ax< ;>0. Por consiguíenle, 
cada sumando de In suina no es negativo, igunl que no es negativa 
todn la suma ni su limitc, cs deeir, 

b 

5 I«PW — IU)\ 0 


J (i) dx — i / (x) lír > 0, 

a «i 

de donde se deduce la dcsigualdad (3). 

Si / (x) > 0 y tp (j) > 0, la figurn 213 da uiia iluslración geo- 
mélrica de csta propiedad. Puesto quc <p (jr) ^ / (x), el árca del 
trapecio curvilineo aA\B\b no es mayor que ol área drl traperio 
curvilineo aAJi¿b. 
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Propiedad 4. Si rn y M son los valores mlnimo y nuisimo respcc- 
tivamente de la función f (s) en cl seprnento (a, y a b, entonces: 

m(b — o)< J /(r)rfx< M (b — o). (4) 

Dcniostración. Según la liipótcsis, 

m < / (x)< M. 

En virtud de lá propiedad (3), tenemos: 

b b b 

(4") 


] m dx < J / (x) dx < J M dx. 
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]mdz=m(b — a), J M dx = M (b — a) 

a o 

(vóasc ol ejemplo 3, § 2, cap. XI). Sustituyendo estas expresiones 
en la desigualdnd (4') obtenemos la desigualdad (4). 



Cuondo / (j) 0, la propiedad 4 se ilustra geiímétricamente 

en la íig. 214: eí área del trapecio curvilíueo aABb está comprendida 
entre las áreas do los rectángulos aA { B\b y aAzB^b. 

I’ropicdad 5. (Tcoreroa dc la media) 

Si la función f (j) es continua en el segmcnlo |a, 61, existe en este 
segrnmto un punto l tai que se verifique la igualdad siguiente : 

S/(j)dj = (6-a)/(fc). (5) 

a 

Demoetración. Parn precisar supongarnos que a < 6. Si m y M 
son valorcs rainimo y máximo, re-spectivamente, de la / (j) en el 
segmcnto |a, 6|, en virtud de la fórmula (4) tenemos: 

b 

m<r^- [ H*)dx<M. 
b — a J 

a 

De aqui: 

b 

- \ / (j) dj = p, donde m ^ p ^ M. 

6 — a J 

Pucsto que / (j) es continua, esta fuución torna todos los valores 
intermedios comprendidos entro m y M. Por tanto, para cierto 
valor l (a ^ l ^ b) será p = / (£), es decir. 


ll(T)dz = ni)(b-a). 
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Propiedad 6. Para tres núnieros arbitrarios a , 6, c se verifica 
la igualdad : 

b e b 

5 Hx)dx= J f(x)dx+ J / (x) dx, (6) 

O u c 

siempre que estas tres integrales existen. 

Demostración. Supongamos al principio que a<lc<C.b, y for- 
memos ia suma integral para la función / (j) en el segmento |a, 6J. 



Flg. ‘¿15 


Pueato que el limite de la suma iutcgral no depende del modo 
de dividir el segmento ía, b\ en partes, lo dividimos en segmentos 
pequeños de tal manera que c sea el punlo de división. Descompon- 

b 

gamos luego la suma integral correspondiente al segmento la, 6J 

n 

c 

en dos sumas: una 2» Q 11 ® corresponde al segmento (a, cj y la otra 
6 

2 que es correspondiente al scgmento lc, 61. 

C 

Entonces: 

2/(U Aj, = 2/(U Az,+ ¿’/IWAí,. 

a a e 

Tomando límites (en la última ecuación) para máx Axi 0 obtene- 
mos la correlación (6). 

Si a < b < c, en virtud de lo demostrado podemos escríbir: 
S / (*) dx = J / (*) dx -f J / (x) dx 

a a b 


lf(x)dx=$f(x)dx—\f{x)dx. 

a a b 


6 
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Pero, de acuerdo con la fórmula (ó), § 2 tenemos: 

J/(*)<&= - J f(x)dr. 

b € 

Por esto: 

J/(i)ir=S/(x)Ar+S/(i)dr. 

a o e 

De modo análogo se demuestra Ia pxopiedad 6 para cualquiera 
otra disposición de los puntos a, b y c. 

La figura 215 ilustra geométricamente la propiedad 6 para el 
caso en que / (x) > 0. y a < c < b: el área del trapecio aABb es 
igual a la suma dc las áreas dc los trapecios aACc y c CBb. 

§ 4. CAIXULO DE LA INTEGRAL ÜEFINIDA. 

FORMULA DE NEWTON-LEIBNIZ 

Supongamos que cn la integral definida 

J / (*) <ir 

a 

el lírnite inferior a estú fijado, mientras que el superior b varía. 
Es evidente que variará también el valor de la inlegral, es decir, 
la integral será una función de su limite superior. 



Fig. 216 


Para utilizar las designaciones liabituales, designomos el líiuite 
superior por x y para evitar toda confusión designemos ia variable 
de integración por / (el valor de )a integral no depende do la desig- 
uación de la variable dc intcgración). Obtenemos la integral 

X 

J / (í) dt. Siendo a constante, la integral será una función de su 

a 

limite superior x. Designernos esta función por <X> (x): 


®w=! nt)dt. 


(i) 




442 


Integrat de/inida 


Si / (/) es una función no negativa, el valor de O (z) será numé- 
ricamente igual al área del trapecio curvilineo aAXx (fig. 216). 
Evidentemente. este área varía en función def cambio de x. Haffemos 
la derivada de <I> (a:) respecto a x, es decir, la derivada de la integral 
definida (1) respecto a su límite superior. 

X 

Teurema 1. Si f (x) e» una función contlnua y <1> (i) — i / (í) dt, 

a 

se verifica la igualdad 

(D' (x) = / (x). 

En otras palabras, la derioada de una integral definida respecto 
a su limitc superior es igual al integrando en el que la variable de 
integración cstd sustituida por el valor del límite superior (a condi- 
ción dc que ol integrando sea continuo). 

Dcmostración. Demos al argumento x un increinento arbitrario 
Ax, positivo o negativo; entonces, tomando en consideración la 
propiedad 6 de Ja integral definida, obtenemos. 

x4Ax x xiAx 

a>(r+Ax)= 5 nt)dt=¡f(t)dt+ S f(t)dt. 

o a x 


EJ increinciilo de la función d> (x) es igual n 

x x+Ax x 

A«I> = «»(x + Ax)--®(x)=S /(*)<« + S f(t)dt-\f(t)dl. 

es decir, 

xtAx 

A«í>= S /W««. 

X 

Apliquernos a esta integral el teorema de la rnedia (propiedad 
5 de la integral definida): 


A<1> = f (l) (x + A* - x) = / (|) Ax, 


donde J se halla comprendido entre x y x + Ar. 

Halíemos la rarón del incremento de la función al incremento 
del argumento: 


AO 

Ax 


/(DAx 

Ax 


/(«. 


d>'(x)= líra 

Ax -» 0 


A«X> 

Ax 


lím f(l). 

Ax -» 0 


Por tanfo, 
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Pcro, puesto que £ -> x cuando Ax -► 0, entonces: 

lím /(£) = lím /(I) 

Ax -* 0 {-** 

y, como la función / (x) es continua: 

lím /(|) = /(x). 
t-** 

Así pues, <I>' (x) = / (x). El teorema está deinostrado. E1 teorema 
dado se ilustra peométricamente de inanera uniy simple (fig. 216): 
el increinento AO / (£) Ax es igual al área del trapecio curvilíneo 
de base Ax; y la derivada (x) / (x) es igual a la longitud del 

segmento xX. 

Ohservneión. Dcl teorema demostrado se deduce, on particular, 
que cada función continua tiene una función primitiva. En efecto, 
s¡ la función / (/) es e.ontinua en el segmento | a, x| entonces, según 

X 

lo indicado en el § 2, cap. XI. existe la inlegral definida J / (/) <//, 
es decir, existc la función 

H>(X) J /(/)!/#, 

a 

que es, cn virtud de lo demostrado, la función primitiva de / (x). 

Teoroma 2. Si F (x) cs una función primitiva dc Ía función con- 
tinua 1 (x), la fórmula 

h 

/(j)í/j- = í’(fc) — /■' (a) (2) 

O 

es vúiida. 

Esta fórinula se llaina fórmula de Newton-Lcibniz*). 
Demostracíón. Sea F (x) una función primitiva de / (x). Según 

X 

ol teorema (1), la función ) / (/) dt es también priniitiva de / (x). 

Pero dos primitivas arbitrarias de la función dnda sc diferencinn 
por un sumando constanle C* 

Por tanto, se ptiede cscribir: 

X 

l j(t),U = F(x)-\ C\ (3) 


•) iNotemos quo tal denoiQÍnución de la fonnula (2) es 'convenciunul. purslo 
quo ni Newton n¡ Leibniz dieron exartamente esta fórinula. Pero lo impor- 
tnnte es que procisamente ellos ostablecieron por priinera veü la rclación entre 
\u inlegracióri y la deTÍvación. que permitió rnunciaT una reKÍa do rá\cu\» de 
lns iulegrales definidas. 
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Con la elección correspondiente de C* % esta igualdad es válida 
para todos los valores de x, o sea, es una identidad. Para deterniinar 
la constanle C* hagamos x = a\ entonces: 

\f(t)dt=F{a) + C\ 

a 

ó 

0 = F (a) + C*, 

de donde: 

C* = -F (o). 

Por consiguieote, 

S/(í) <lt = F (z) — F (o). 

O 

Haciendo x b, obtenemos la fórmula de Newton — Leibniz: 
J f(t)dt = F(b)-F(a) 

o, al sustituir la variable de integración por x: 

b 

J/(x)ár=/(/>)-/». 

Notenios que la diferencia F (b) — F (a) no dcpende de la clec 
ción de la función primitiva F, puesto que todas las priinitivas so 
diferencian en una magtiitud conslanle, la que desaparece durante 
la sustracción. 

Si introduciinos la designación*). 

F (6) -F{a) = #-(i)|J, 

se puede escribir la fórmula (2) cu la forrna: 

b 

S /(J)Ar= f (*)|¡ = F (í>) — F (a). 

a 

•) La exprwiión’j se llama aúnbolodcla sustitución dobie. En los manua- 
les do matemñticas se utilizan dos formas equivalentes de notación: 
E(ó)-F(a) = |í’(a)|J, 

ó 

F(ó)-F(a) = F(x) |J. 

En adelanto utilizaronnas ambas formas do notación. 
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La fórmula de Newton-Leibniz propone un método muy práctico 
para el cálculo de integrales definidas cuando se conoce la función 
primitiva del integrando. Kxactamente. el descubrimiento de esta 
fórmula le dio a la intcgral definida la importancia que ésta tiene 
hoy día en las matemáticas. 

Aunque las operacioncs análogas al cálculo do la integral definida 
como limite de una suma integral, fueron conocidas incluso en la 
antigüedad (Arquímedes), las aplicaciones de este método se limi- 
taban sólo a los casos mássimples, cuando el limile de la suma intc- 
gral podia ser calculado directamente. 

La fórmula dc Newton-Leibniz amplió considerablemente el 
cainpo de aplicación de la integral definida, puesto que los rnate- 
máticos obtuvieron un método geueral que permite solucionar 
diferentes problemas parlicnlares. Ksta fórmula amplió también 
In esfera de las nplicaciones de la inlegral definida en la técnica, 
mecánica, astronomia, etc. 


hjemplo I. \ T dr | —-- . 

II 

u 

l'jcmplo 2. ^ x*rfx 


,3 io h*-u* 


^ n x *i»| |b ftn4-|_ a n-»| 

Ljemplo 3. y r n ds - n ^ t ¡ --(« -I) 

4 . 

6 

Kjrmpln 4. ^ e* dr e* | e h — e'*. 

n 

2JI 

Kjcmplo 5. sen x dx - — eosx| —(cos2a- 

i» 

,:)c,nplu r, $ VTTT.j’ V5-I. 


co* 0) 0. 


« 5. SI STITICION l>F VAKUIILK EN UNA INTEGKAL DEPINIDA 
Teorema. Supongamos .///<• fsiá ilada la inlcgral 

S /W d*. 

a 

donde la función ] ( x ) es continua en el segmento |a. b]. 
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m 

Intrmluzcamos una nueva variable t, por la fármula: 

* = 9 (<). 

Si 

)) <p (a) = a y 9 (p) = 6, 

2) <p (<) y <p' (<) son conlinuas en el segmento [a, p), 

3) / l<p (/) está deftnida y escontinua en el segmento |a, p|, entonc.es : 

S/(i)it= S/l'P(0ll'(0rf<- (1) 

a a 

Demostración. S¡ F (x) es función primitiva de / (x), podomofl 
escribir las siguientes igualdades: 

J f{z)dx = F (x) + C, (2) 

J / l<P «)l 9' (0 dt = í 1 19 (0) + C. (3) 

La validez de la últíma igualdad se comprueba mediante la 
derivación de ambos mieinbros respecto a / (esta igualdad tarnbién 
se dcduce de la fórmula (2) §4, cap. X). De la igualdad (2) tenemos: 

J / (x) dz = F (x) lí = F (6) - F («,). 

a 

De la igunldad (3): 

J /Í9 (019' (0 dt = f(9 (I)] lí = í [<P (P)] - / f Í9 («» = F W - F (o). 

a 

Los segundos miembros de las últimas expresiones son iguales, 
por tanto son iguales los primeros. 

Observíu’ión. Notemos que al calcular la integral definida por 
la fórmula (1), no regresamos a la variable original. Si calculamos 
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la segunda integrnl definida de la igualdad (1), obtenemos un cierto 
número, la primera integral es igual a este número, es decir, los 
valores numéricos de dos integrales de la igualdad (1) son iguales. 
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Ejcmplo. Calcular la integral 
r 

^ 1/r*—x* dx. 

0 

Solución. Eíectuomos la sustitución de variable: 

ar=a r son t, dx&r cos t dt. 

Determinomos los nuovos límiles: 

x=»0 para / =0 
n 

x — r para /«-4 • 


Por consiguiente. 


^ 'y'r 1 —x* dx => ^ Vr*-r* sen* t r cos / dt = r* ^ 'V/F—soñ 2 / cos / dt = 

0 0 0 

JL JL 

-5 —-'•i (t+t —)-'•[t+=¥ í ]Í• 


0 0 

Desdo el punto de vista geométrico, la intogral calculada es el área de una cuarta 
parto del círculo limitado por unn circunferencia x* + k’ = r * (f«g* 217). 


9 6. INTEGRACION POR PART6S 

Supongamos que u y v son funciones derivablcs de x. Entonces: 
{uv) r = u'v 4 uv'. 

Integrando ambos miembros de la identidad cntre los límites 
a y b oMenemos: 

6 b b 

J (uv) dx = J u vdx -f- J uv dx . (1) 

a a a 

b 

Puesto que J (u v)' dx - uv 4- C, entonees: J (uv)' dx — uv|¡; 

a 

por esto la igtialdad (1) puede ser escrita en la forma: 

b 6 

uv |5 = I v du -f- J « dv 

n a 

b b 

o, cn definitiva: ludu = uu|S — J vdu. 
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Kjcmplo. ('alcular la iutegr.il 

u 

/j ^ aen" x rfx. 


I CllS x ™ 
0 U Jll 


/„ n ^ son" x dx ^ spii* 1- * xsonxdc ^sen" *‘x«/c 

0 0 0 u J 

u 

n 

=■ — 9en"“* x cos x f- (n — I) V scn n 2 x cun x com x ilx 

|0 «L* 

0 

n n 

2 3 

= (n—1) ^ »«n ,, "*xcos2x dx («—1) ^ s<»n"* a x (t — acn* x) dx 
o 

u .1 

= (n 1) ^ ^ «oii* 

íi 

En las dosignactoiics «•legulas sc puedtf »-.s« nb¡r la últimn iguablml 

fonna: 


di' «louili* 


/n í 1 *—t) /n-2 ~(W I) / a* 


Usando el niisuio procciliniiento, «•nconlrauio-: 
l>or rsi«*: 


í'"- 


'• V »~z'" *• 

Ointinuando dr In inisnM muui'ra llrgaini» a oblcner /. ó/, si riíii ai 
o inipar cl núm«»ro n. 

bxaminonios «los casos: 

1) n cs pnr. n ’¿nr 

, 2m — 1 2m —3 3 I , 

• 2m ~ —ñ~— * r, -T, •.. -r • — / q', 

¿m Im —2 4 2 

2) n es inijKir, n ‘2/n f-t; 

. 2m 2m-2 4 2 , 

“" t,= 2m+l’2i«-l ”• T'T' 1 ’ 


1 x <U. 

cii la 

(2) 


•a par 
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poro, pucsto que 

n 


entoucca: 


1 o“ 


\ 


aen° z dz 


n 

2 

/yn— ^ acn* m z</z 
o 



sen x dz = 1, 


2m — 1 2m —3 A ÍL J_ iL 

2m 2m — 2 ’ * ‘ 6 * 4 * 2 * 2 * 


/^m+t - ^ 


sen *""*zdz = 


2 m 2m —2 
2 m + 1* 2m — I 


fi 4 2 

7*5*3 ’ 


De eatas fónnulaa su iluduce la fúrmuta dc Wallia quo cxpraaa el iiúmero 
y en forma de producto infinito. 

Kn cfccto, de las úllitnas d«n i^ualdadcs, dividiéndolAs tcrmino a lérmino; 
enrontramos; 


iL / 2-4-6 ... 2m y 1 í zm 
2 \3 5 ... (2m — 1)/ 2m+f /^, * 


(3) 


Doino.streraos aborn quc 


Ifni . / - *? ■. t. 

m-*ao /jm ♦ | 


Para todo z del inlervalo ^O, —j so verifican lns dcaigualdndes 
•m*'" -1 z >sen* m z >sen lmt * z. 

Intcgrando deade 0 Imstn -jp, oblenrmos: 


do donde: 


^ /^m + t' 


^->j^->i. 

* 2 m + | * 2 m + | 


Dc la iguuldnd (2) sc dcducc: 

/ 2m-t 2m + f 
/sm+t 2m 


Por lanto, 


|fm i*S=l - lím:_ 

m-»ao / 2m + | m-»«3 2m 


üo la desigunldnd (4) oblencinos: 

llm 2*2-~i. 

•imrl 


«) 


•»> r..t i 
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Pasando al Ifmite en la fórmula (3), obtoncmos la fórmula de Wallia'. 

JL= lím u )*'. .1 . 

2 m-.« LV 3-5... (2m— I) ) 2 mflJ 


l 3-5... (2m 
Se puede escribir esta fórmula en la forma: 




(i 


2m-2 
’ 2 m 


— 2 2 m 2m \ 

— 1 * 2 »»— \'2m + 1 / * 


g 7. ÍNTEGRALKS «IMPROPIAS 

1. Inlegrales con límites infinilos. Sea f (z) una función definida 
y continua para todos Ios valores de x tales que a ^ x < -f oo. 
Examinemos la integral 

b 

l (b) = $ / {x) iix. 

a 

Esta integral tiene significado, para cualquier b > a. Cuando b 
varía. la integral varía también, por esto la integral es una función 


n 



Flg. 218 


continua de b (véase § 4). Examinemos cómo varia la integral cuando 
b -f*oo (fig. 218). 

Definición. Si existe el límile finito 

b 

Hm S / (x) dx % 

b *♦ + a 

este limite se llama integral impropia de la función / (x) en el inter- 
valo (a, -+-oo| y se designa por: 

+ í Hx)*r- 

a 

Por tanto, según la definición tenemos: 

+oo 6 

J f(x)dx= líra \f(x)dx . 

a b -♦ + “ a 

+® 

En este caso suele decirse que la iategral impropja f / (x) dx 





/ nlegraUt íniproptas 


451 


b 

existe o converge. Si la integral J / (x) dx, para b -*■ -f oo, no tiene 
liniite definito, se dice que J f (x) dx no existe o diverge. 

n 

Es fácil definir el significado geométrico de la intcgral impropia 

b 

para / (x) ^ 0: si la integral \f(x)dx representa el área de un 

a 


Y&r 

Ftg. 219 Flg. 220 

dominio limitndo por la curva y / (x), el eje de las abscisas y las 
onlenadas x a, x *= b, es natural considerar que la integral 

+ao 

impropia J /(x)dxexpresacl área de un dominio ilimitado (infinito), 

a 

romprendido entre las lineas y f (x), x a y el eje de abscisas. 

I)e modo análogo se determinan las integrales impropias en 
olros intcrvalos infinitos: 

¡ f(x)dx= lím \f(x)dx, 

* a -* - a 

+€*J C +j> 

J /(x) dx - ^ /(j)*+ § l(x)dT. 

CD —«*» C 

La última igualdad, se comprende así: si existe cada una de las 
integrales impropias del segundo miembro, entonces existe (con- 
vergc), según la definición, la integral del primer miembro. 




Kjemplo I. Calcular ln inlegral ^ ^ (véaae fÍK»- 219 y 220). 
o 

Solución. Según lu definición de integrul impropia li&llamos: 

4'® b 

^ ■ = lím C -^- X — = Hm arclgx| b =» lim arctg . 

d H-X» 1+X* 6- + oo * |0 b-+ | ao * 2 

0 0 

La integral esludiada reprosenta el área de un trapecio curvilfneo infi- 
nito. Kl área estú rayada en la figura 220. 


29 « 
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íntegral definida 


Ejcmplo 2. Hallar los valoros dc a (fig. 221), para los cuales la into- 
+» . 

P.! I —— converge o divergo. 



Solución. Puosto i]uo (para a 4- 1) 

\ b 1 


ll 1 — ct 


o • / 

Q / 

li ' f 




r —*' 

J r a i—a 

í ^ = lim 

.1 x“ 6-.+- l-o 


Por tanto. 


8 i o>l* tonemos ^ os decir, la inlcgral convorgo; 

l * 

P rfi 

ai a<Cl, tonemos \ — =» üo, os decir, la intogral divorge; 

f | * 

+«o 

ai o*»l, teneraos ^ —- = lnxj^ =oo. es decir, la integral divcrgo. 


dx 


Ejcmplo 3. Calcular ^ -p 

H» 

S dx í» dx P _dx 

l+x»"" J l4-^* + i 1+: 


Solución. 
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La sPRunda inU*gral es igual a -^-(véase el ejemplo 1). Calculemos la prí- 
mera integral: 

0 0 

C - dj - =1 Hm ? - d * _ — lim arctgx¡°«= lim (arclgO—arctga) = -^-. 

d ! + *• a--oo J 1 +x* a- -oo |a a~-® 2 

—OD a 

Por consiguienle. 


+ 00 



En mucbofl casos es suíiciente establecer s¡ la integral dada con- 
verge o diverge, y determinar su valor. En tales circunstancias pue- 
den ser útiles dos teoremas siguientes. que citamos aquí sin domos- 
Iración. Demos, algunos ejemplos de su aplicación. 

Teorema 1. Si para todos x (x >■ a) se verifica la desigualdad 

0 </(*)< <p (x), 

+ » +«D 

siendo 5 ( x ) dx, convergente , entonces ] f (x) dx también es con- 

a • 

vergcnte y 

5 / (x) dx < $ <p(i)(tr. 

a a 

Ejemplo 4. Analizar la convergeucia de la integral 

+«* 

í* di 

.) *•{! + »*) * 

1 


Solueión. Notemos 

que para 1 <z 


1 < 1 

x a (t+-#*) ^ x* 

Luego, 

r 

por tanto. 

+~ 

£ dz 


} **<• + **> 


converge y su valor es infcrior n la 1. 
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Teorema 2. Si para todos x (x ^ a) se verifica la desigualdad 

+<■> +00 

0 < <P (*) < / (*). Siendo \ 9 (j-) dx divergenle. enlonces J / ( 1 ) dx 

también es divergente. 


a 

Ejemplo 5. Analizar 

la convergencia do la integrnl 

+OB 

\ ¿p-dx. 

J y x » 


Notemos que 


Poro, 

V *» y*» y* ' 



5 w“.-it. 2Vi l*“ +oD - 


Por tanto, ln integrnl dmla cs (livcrRcnlc. 

En los dos úllimns teoromas estudiamos las integrales irnpropias 
de las funciones no negativas. Pnra el caso de una función / ( x) que 
cambia designo en un intervalo infiuito, tenernosel teorema siguiente. 

1 00 -H» 

Teoremi 3. Si la integral J I/ (x) \dx converge, entonces Jj / (x) dx 

a a 

tanwién converge. En este caso la úlliuia intcgral se llama absoluta- 
mente corwergente. 


Kjemplo 6 . Anoliznr In convcrgencia dc la intcgral 


-fw 



Solución. Aqul cl 
mos quo 


integrando cs una función de signo variablo. Notc- 



— 5 

+• 

Por tanto, la integral ^ | 


dx es convergcnte, de lo que se deduce 


que es convergente también la integral dada. 

2. Integral de una función discontinua. Sea / (x) una función 
definida y continua para a ^ x < c. Pero en el punto x — c lu 
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función, o bien, no está definida, o bien es discontinua. Gn este 

e 

caso no se puede definir la integral J / (x) dx como Iímite de sumas 

o 

integrales, puesto que Ja función / (x) no es coutinun en el segroento 
(a, cl y este límite puede no existir. 

La integral J / (x) dx de la función / (x), discontinua en el 

n 

punto c. se determina del modo siguiente: 

c b 

J/(x)<£r= lim \f(x)dx. 

a b -* C — 0 o 

Esta integral se llama integral impropia cnnvergente si existe el 
íímite del segundo miembro de la iguaídad y se líama divergente 
en el caso contrario. 

Si la función / (z) es discontinua en el extremo izquierdo del 
segmento [a, cl (es decir, cuando x — a), entonces, según la defi- 
nición: 

J / (x) dx = lím J f(x)dx. 

a b •* a + 0 b 

S¡ la función / (z) es discontinua en un punto x = x 0 , dentro del 
segmento |a, c|, entonces: 


] l(x)dx= J /(i) í£r + l f(x)dx, 

a a x* 


si existen ambas integrales impropias del segundo miembro. 

i 

Kjemplo 7. Calcular V —• 
d y \ — x 


Snlurión. 


{ = lim \ lim 2 yI*’ — 

J Vt ~x k-l-O J Vl—* b-l-0 r I» 

o v o r 

_ Hm 2lV*^*—»1=2. 

I 

e dz 

Kjemplo 8. Calcular la inlogral \ 

— I 

Solución. Como dentro del scifinento de integración exiato un punto 
* = 0, 6n el que el integrando es discontinuo, la integrai dehe ser repro- 
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srniada como la suma de dos términos: 


Um ?4+ lím 
«3 Jr* ej-»-o •) zt 0 d J 


Calculemos por separado cada límite: 


lim = - llm 11“ -- Ifm (-1-=co. 

■ |-*— • J 1 *!-•-0 x |-1 *j-*— 0 \ e t — I / 

l’or tanto, en el intervulo (— 1, ()| la integral diverge 

lím ^ ^ = — lím fl-—) *=oo. 

«r-*+o d x «r-*-H> \ / 

tt 

Kntonces en el intervalo |ü, 1 | la integral lambiéo diverge. 



Ftg. 222 


Así, la integral dada diverge en todo el segmento (—1, 1J. Notemos que, 
si hubiéramoa calculado la inlcgral dada, $in tener en cueuta la diecontinuidad 
del integrando en el punto * — 0, habrfamos obtenido un resultado erróneo. 
Kb cfecto. 


i 



lo quo oa imposiblo (fig. 222). 

Observaeión. Si la función f(x), definida en el segmento |a, 6J, 
tiene dentro de este segmento un número finito de puntos de discon- 
tinuidad: 0 |, a 2 , . . ., a n , lu integral de la función / (z) en el seg- 
mento (a, 6J se determina del modo siguiente: 

J/(x)<irs= \¡(x)dx+ J/(j)dr+- ... + J/(r)dr. 

a o o, a n 

si cada una de las integrales impropias de! segundo miembro conver- 
ge. Si por lo menos una de las integrales diverge, entonces, 

6 

S / (x) dx es también divergente. 
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Para determinar la convergencia de integrales impropias de las 
funciones discontinuas y calcular sus valores se pueden aplicar 
frecuentemente teoremas análogos a los teoremas de las integrales 
con límites infinitos. 

Teorema I '. Si las junciones J (x) y <j>(x) son discontinuas en el 
punto c del segmento \a, c\, mientras que en todos los puntos de este 
segmento se cumplen las desigualdades 

v(x)>f (*) > o. 

c c 

y J <p (x) dx esconvergente. entonces J f (x) dx es también convergente. 


Teorema Il'. Si las funcionss j (x) y qi (x) son discontinuas en el 
punto c del scgmento [ a. c\, mientras que en todos los puntos de este 

c 

segmento se cumplen las desigualdades j (*) <p (x) ^ 0 y J <p (x) dx 

a 

c 

es divergente, entonces J / (x) dx es también divergente. 


Teorema III . Si f (x) es una función de signo variable en el seg- 
mcnto | a, c\ y discontinua sólo en el punto c, mientras quc la integral 

€ 

impropia J | / (x) | dx dcl valor absoluto de esta función es convergente, 


entonces la integral J / (x) dx de la misma función f (x) es también 

a 

convergente. 

4 

como funciones de comparación, 


A menudo se toma 


t 


(c-*r 

cómodas para comparar con las funciones que se encuentran bajo el 


signn de la inlegral impropia. Ks fácil comprobar que 
converge para a <z 1 y diverge para a 1. 


f_1—,,dz 

J a(c — x) 


Ln mismn sucede con las integrales 


f-L,*. 


Kjcmplo ‘J. <Es convergente la integral 
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Solucíón. El intfRrando e» discontinuo cn «*1 cxtrcmo izquierdo del aeg- 
mento [0, 1]. Comparándolo con la función —tenemos: 

V* 

—J-< —. 

"\/x + 4x* ' V x 
i 

Ln intcgra! impmpia ^ ***-■ exisle. Por consiguionte, la integral impropia 


de la menox funrión, c» decir, ^ - dr, lambién existe. 

¿ Vx + 4z* 


i 8. CALCIJLO APHOXIMAOO DK LAS INTECHA LES DEFINIDAS 

En la parte final del capítulo X liemus indicado que no toda fun- 
ción continua tiene una primitiva expresada mediante funciones 
elementales, En estos cnsos el cálculo de las integrales definidas 
por la aplicación de la fórmula de Newton-Leibniz es difícil por 
lo que se utilizan otros métodos para un cálculo aproximado de las 
integrales definidas. 

Expongamos algutois métodos de la iutcgracióu aproximada, 
partiendo de la noción de integral definida como límite de una suma. 

1. Fónniila de los rectángulos. Sea y «= J (x) una función c.ontinua 
en el segmento fa, 6). Calcular la integral definida 

í / (*) dx. 
a 

Dividamos el segmeuto |a, b\ por medio de los puntos a = x 0 , 
ij, x 2 , . . .. x n = b en n partes iguales de longitud Ax: 



n 


Designemos por y 0 , yt, y 2 , • • •♦ y n . (l y n los valores de la fun- 
ción / (x) en los puntos x 0 , x t , x 2 , . . ., x n , es decir, 

y, = / (*o); y, = / (*,): • •.; y* = / (•»»)• 

Formemos las sumas: 

y 0 Áx -f y t Ax V-+ i/n-|Ax, 

y t Ax + y 2 Ax + . . . + y n Ax. 

Cada una de estas sumas es una suma integral de la función 
/ (z) en el segmento ]a, b], y por eso, expresa aproximadornentc la 
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integral 


| f(x)dx 

a 

b 

j / (*) 


- (yo 4 í/i + yz 4- ... + y n - *). 

n 

- (Vi + Vx 4- • • • + Vn )• 

n 


(i) 

(l - ) 


Estaa son las fórmulas de los rectángulos. De la figura 223 se 
deduce que, si / (x) es una función positiva y creciente, la fórmula (1) 
representa el área de una figura escalonada, conipuesta por los 



Ftg. 223 Ftg. 224 


rectángulos «interiorcs», y la fórmula (l') t el ároa de la figura 
.escalonada, compuesta por los rectángulos «exteriores». 

El error que se cometc durante el cálculo de la integral por 
la fórmula de los rectángulos es tanto menor cuanto mayor sea el 

oúiDeroníes decir, cuanto menorsea el paso de la división x — - ^ ^ . 

II. Fórmula de los trapecios. Es natural esperar un valor más 
exacto de la integral definida, si cambiamos la curva dada y = / (x) 
no por una línea escalonada que utilizamos para la fórmula de los 
rectángulos, sino por una linea quebrada inscrita (fig. 224). 

En este caso, en vez del área del trapecio curvilíneo aABb obte- 
nemos la suma de las nreas de los trapecios rectangulares limitados 
por arriba por las cuerdas AA t , A t A z , \B. Como las áreas de 

estos trapecios son respectivamente iguales a Ax, 2 Ax, 




460 


Inlegral definida 


etc, entonces 

l Al + üiJ±J'?A; r + ... + ü ?-'+ÜJ Aa) . 

a 

ó 


J/(x)Ar«5_ü^5±tií: + yi + » ! + ... +¡,._,). (2) 


Esta es la ¡órmula de los írapecios. 

El núrnero n se elige arhitrariamente. Cuanto mayor sea esto 
número n y, por tanto, cuanto menor sea el paso Ax= ■■ ° , con 

tanta mayor precisión la suma del segundo miembro de )a igualdad 
aproximada (2) expresará el valor de la integral. 

III. Fórmula de las parábolas (Fórniula de Simpson). Dividamos 
el segmcnto \a, ó| en un número par n -- 2m de partes iguales. El órea 
del trapecio curvilineo correspondiente a los dos primeros segmentos. 




Ixot *,l y U, f x 2 J y limitado en su parte superior por la curva dada 
y = / (x), se sustituye por el área de otro trapecio curvilíneo liini- 
tado por una parábola de segundo grado que pasa por los tres puntos: 

M (x 0f |/o); M t (x lf y,); M 2 (z 2f y 2 ) 

y tiene el eje paralelo al eje Oy (fig. 225). Tal trapecio curvi- 
líneo es un trapecio parabólico. 

La ecuación de una parábola con el eje paralelo a Oy es 

y = Ax * -f- Bx -f* C, 

Los coeficientes A, B % y C se determinan unívocamente de la 
condición de que la parábola pase por los tres puntos dados. Construi- 
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rnos también parábolas semejantes para otras pares de los segmentos. 
Ln suma de las árcas de los trapecios parabólicos da el valor apro- 
ximado de la integral. 

Calculemos al principio el área de un trapecio parabólico. 

Lema. Si el trapecio curvilíneo está limitado por una parábola 
y = Ax* -f Bx -f C f 

el eje Ox y dos ordenadas, la distancia entre las cuales es igual a 2h , 
entonces su área es igual a 

S = (y Q -f- ój/t -f ¡/2). (3) 

donde , y 0 e son ordenadas de lus extremos e y t es ordenada de la 
curva en el punto medio del segmento. 

Demostración. Dispongamos el sistema de coordenadas auxiliar 
dcl modo como se indica en la figura 226. Los coeficientes en la 
ecuación de la parábola y Ax * -f Bx f í’ se detenninan de las 
siguientes igualdades: 

si x 0 =s ~h, entonces: y Q = Ah % — Bh -f- C ; 'í 

si jj = 0, entoiu'es: y, = C\ > (4) 

si x z - k, entonces: y 2 = Ah l -f Bh f C- ) 

Considcrando quc los coeficienles A, B, C son conocidos, deter- 
rninemos el árca del trapecio parabóliro rncdiante la integral defi- 
nida: 

j (AS+Bx + C)dx=^+'¥ + cA\ = 

-h 

= | (2/14- 

Pero, de las ecuaciones (4) se deduce que 

yo + 4 y t + y z — 2Ah* + 6f*. 

Por consiguiente, 

ó’ =-^ (i/ü + 4y, + 1/2), 

lo que se trataba de dcmostrar. 

Regresemos a nuestro problema principal (véase fig. 225). Utili- 
rando la fórmula (3> podemos escribir ias siguientes igualdades apro- 
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ximadas (h «* Aj): 


/ (x) dxxs ~ (i/o -h 4y, -f 1 / 2 ), 


/(x)dr*y (»2 + / i.Vi -f !/;). 


J Kz)dxx ‘~ (!/2,„_2 + 4//i,„_i H i/, m ). 

'tm" 1 

Sumando micmbro a miembro, obtcnemos n la izquicrda la 
intcgral buscada, y a la derccha, su valor aproximado: 
b 

| / (i) dc w — (üo + 4j/, + 2¡/ 2 + 4y, + 

a 

• • • + 2</ ím -2 + 4f/2m-l 4* l/Zm). (5) 


\ / (x) dar « — — — («/0 + l/ 2 m + 2 (1/2 4* í /4 4- • ‘l~ J/2«»-z) 4* 

J bm 

A 

4- 4(¡/i 4 - 1 / 3 4- ... 4~¡/2m-i)J' 

La úlfima es la fórmula <U Simpson. Aquí el núntero 2m de los 
puntos dc división es arbitrario; pero ciianto mayor sea este número 
tanto mayor es la prccisión con la que la suma del segundo iniorabro 
de la igunldad (5) expresa 0 1 valor de la iatcgral •). 

I'domplo. Calcular aproximadaincntc: 




Solucióu. Dividámoa el aogmenío (1, 2| on í<> partes iguales (fig. 227). 
Haciendo 

•) Para dctcrniinar el número dc puntos de diviaión quo se deben tomar 

R ara calcular la intcgral con un grado dc prccisión dado, se pucden utilizar las 
irmulas de evaluacion de los erroros comctidos durante el cólculo aproximado 
de la intogral. Aqui no 90 dan estas fórmulas de evaluación. 
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x a = l,6 

V ñ =0,62500 

x 7= 1.1 

y 7 = 0.58824 

x a = l,8 

y B = 0,55556 

*»=1.9 1 

y g 0,52632 

X| O = 2,0 

g, 0 = 0.50000 


fonnamoü la tabla de los valorca dcl intcgrando: 


Vo = 1,00000 

0.90909 
l^2> j 0.83333 
|»3 =0.769 Z3 
Vi = 0.71429 
ir 5 = 0.68667 


I. Según la pHmera fórmula de loa rectángulos (1) oblenemos: 

2 

§ ^-=*0,Us/„.fv,+ 0,1-1,»8113=0,71811. 

1 

Según la segunda fórmula de lo.s rectángulos (l') obtenemos: 

2 

^ ^.«.0,1 (tfi + í/.'f ... + »») = 0,1.6,68773—0,86877. 

I 

Directamcnte de la figura 227 so deduce que en el caso dado la primera 
fónnula da el valor de la integral por exceso y la segunda. por defecto. 



0 iÍ*i !-■»« x 
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II. Según la fórmula de los trapecios (2) obtenemos: 

2 

J ~*%,0.í (-1 + 0,5 -f-6,18773) =0,69377. 

III. Según la fórmula de Simpson lenemos: 

2 

S Vio-f 2(1^2+114+4 (y t 4-y s -f|/ 4 +y 7 -fv # )| — 


-» -^- (1 -f 0,5 -f 2- 2,72818 + 4- 3,45955) =- 0,69315. 











JnlPf’rni áfjinido 


m 


2 

En realiiiad In 2 - ^ ~- = 0,69.'J1472 (con preci8idn de hasla ci sóptiuio 
t 

dl({ito decimal). 

For conjiguiente: a l dividir ol segmento |0, 11 ea W parces iguales obte- 
nemos: 

— según la fónnula do Simpson, ciuco digitos correctos, 

— según la fórmula do los trapecios, solamente tres digitos correctos, 

— según la fórmula de los roctángulos, podumos estar seguros de que sola- 
mcnte el primer dígilo es corri'cto. 


Q 9. IOHMI LA l>K CHKBISHEV 

En los cnlculos técnicos se utili/n frecuentemente la fórmula de 
integración aproximada de Chébishev. Supongamos que es preciso 
ctlcular 

$/(*)*. 

n 

Sustituyamos el integrando por el polinouiio de interpolación 
de Lagrnnge I* (x) (§ 9, cap. VII), toinando en el segmento [a, ó| 
n valores de la funcióri: / (x,). / (x 2 ), . . ., / (x„), donde x u x*, . . . 
. . ., x n 80ii los puntos arbitrarios del segmento [a, 61: 


e (*) = y - (jr - x, \' - ■ / (*,) + 

(X, — X^) (X, — Xz) . . . (X t — X n ) 


{■ T ?. — X|) (*, — *a). ■ • (*s — *n) 


_j_ (* — *!)(* — *«)•••<*—*■■-«) I (ln )_ 

(l. — *■) (*n — *2) ■ • • (*n — *n-l) 


(0 


ObUnemos la siguiento fórmulu aproximada de integración: 
s 


$ / (xr) dx as $ l‘ (x) dx. 

a a 

la que después de aigunos cálculos toma Ia forma: 

J/(x) í ¿r«C,/(x l )+Ca/(x 1 )+ ... + C„/(x„). 


( 2 ) 


(3) 
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donde los coeficientes C t se calculan por las fórniulas: 

C¡ = [ _ e-_—-J• • • (» — *.-J-. . !» — *.). ^ (4) 

J (*l — *l) • ■ • (*l — *i-l) (*l — *I + t) • • • (*/ — *.) 

a 

La fórniuia (3) es complicada e incómoda para los cálculos, puesto 
que los coeficientes C t se expresan mediante fracciones complejas. 

Chébishev planteó el problema inverso: dados en vez de las 
abscisasxi. x 2 , . . x n los coeficientes Cj, C 2 , . . ., C„, determinar 
las abscisas x,. x 2 , . . ., x n . 

Los coeficientes C t se dan de modo que la fórmula (3) sea la más 
simple posible para los cálrulos. Es evidente que esto se logra cuando 
todos los coeficientes C¡ son igtiales entre sí: 

Ct — Ci = ... = C n . 

Designemos por C n el valor común de los coeficientes Cj, C 2 , . ► . 

. . ., C n , entonces la fórniula (3) toma la forma: 

J/(z)dt*C„[/(x 1 ) + /( J -J+ ... +/(x„)|. (5) 

a 

Ln fórmuia (5) representa en general una igualdad aproximada, 
pcro si / (x) es un polinomio de qradc» no superior a (n — 1) obtene- 
mos entonces una igualdad exacta. Esta circunslancia permite 
detertninar las magnitudes C n , x,. x 2 , . . ., x„. 

Tara obtener una fórmula cómoda para todo intervalo de integra- 
cióu, transformemos el segmento de integración ia, b | en el segrnento 
1—1, 1). Para esto hagamos 



entonces para t = —1; x — a; 
para t = 1 , x = 6 . 
Por consiguiente, 


j 


j»(^ 

i 



í) dt = J q> (/) dt , 


to r» t i 
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donde por <p (í) está designada la función de í, que se halla bajo el 
signo de la integral. Así, la integración de una función / (x) en el 
segmento \a, 6] siempre puede ser reducida a la integración de 
alguna otra función q> (x) en el seginenlo (—1, 11. 

El problema se ha reducido a la elección de los números 
C n , X|. x 2 , . . en la fórmula 


i 

s 


/Wdt = c. [/(!,) +/(*,)+ ... +/(*.)) 


(6) 


de modo que esta fórmula sea exacta para cualquier función / (ar) 
de la forma 


/(*)== flo + a \* 4" a 'i* t + • • • + a n—\2 n l . (7) 


Notemos que 


| /(*)<&= | 


(a 0 + a,z + fl!*- + 


+ •»-!*" ‘)dx=* 


2 ( a « + -V + 'T- + '+'+ - +-^- L )' si n es im P“ r; 

\ 3 5 7 n / 

2 (“» + -^-+ ••• + a "~; l si n cs P ar - (8) 

\ 3 n — 1 / 


Por otra parto, la suma del segundo miemliro de la igualdad (6), 
en virtud do (7), es igual a 

C„ [na. + a, (*, + z 0 + ... + *n) + fflj (*í + *j + ... + *í) + ... 

... + «._, (*,"-'+*?-'+..:+ *r')]. o) 

Igualando las expreaiones (8) y (9), obtenemos la igualdad que 
debe ser válida para cualesquiera a 0 , a,. a : .a„_,. 

2 (- + f + T + t+-)- 

= £„["00 + 0,(1, + *,+ ... + *.) + ffl,(*í + *] + • • • + **„) + • • ■ 

. • + o.-l (*" ' + *3 ' + • • • + *ñ ')]■ 
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Igualando los coeficientes de a 0 , a tl a 2 , a 3f 
dos miembros de la igualdad, tenemos: 


C.-ls 


2 = C n n o 
x i x z 4" • • • “f* 


í + 4+...+4-¿-ís 


*í + *2 + 
T í + *2 + 


+ íi = 0; 



On-i en los 


( 10 ) 


Hallamos las abscisas x if x lf . . ., x^ de las últimas n ecuaciones. 
Chébishev encontró estas soluciones para diferentes valores de n. 


Número de 
ordeaadoa n 

Coericlente C n 

Valorea de abaclaaa »i . . . Xn 

3 

2 

3 

x t = —x, = 0,707107 
x, = 0 

4 

2 

*i= —x A =0,794654 
x 2 -.—x 3 = 0,187592 

5 

2 

5 

x, = —x 5 = 0,832498 
x 2 = —x A = 0,374541 

z 3 = 0 

6 

1 

3 

x,= —x A = 0,866247 
x 2 =—x. = 0.422519 
x 3 =—x 4 = 0,266635 

7 

2 

7 

x,= —x, = 0,888862 

x 2 =—x e = 0.529657 
x 3 = —x A = 0,323912 
x A = 0 

9 

2 

9 

x t = —x e = 0,911589 
x 2 =—x e =0,601019 
x 3 =—x 7 = 0.528762 
x 4 =—x e = 0.167906 
x 6 = 0 


30 * 
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Abajo se dan las soluciones halladas por él para los casos en que 
el núrnero n de puntos intermedios es igrual a 3, 4, 5, 6, 7, 9. 

Por consiffuiente, el cálculo nproximado de la integral en et 
segmento 1—1, 11 se efectúa según la siguiente fórmula de Chébi&hev 

i 

J/(*)ir = |l/(xO + /(zO+ ... +/(x„)l, 

-» 

donde, n es uno de los números 3, 4, 5, 0, 7 6 9, y x, f . . ., x„, 
números represontados en la tabla. No se puede tomor por n el 
número 8 u olros números snperiores a 9, puesto que en este caso el 
siatema de ecuncionos (10) da las raices imaginarias. Cuando los 
límites de integración de la integral dada son a y b % la fórinula de 
Chóbishev torna 1 a forma: 


|/(*)dLr=^—?[/(X,)+/(^+ ... +/(X„)J, 

a 

donde X, *= x i U - 2, . . .. /<), y Jos x t tionen Jos 

valores iadicados en la tabla. 

Demos un ejemplo de cálculo de una inlegral con ayuda de la 
fórmula de Chébishev, 

2 

P dx 

EJcmpio. Calcular \ -j-{«lnü). 


Solución. Mediante la sustilución de variahles, transformeinoa esta int»* 
Hral en otra que ticne —í y f como limites de integración. 


1 + 22-1 
“ 2 + 2 


di 


- 4+4 


3^-1 

2 


Entonces. 



Aplicando ia fórmula de Chébisbev calculemos la última integral, 
haciendo n«3: 


^ /1«) d« -4 l/ (G.70-7.0 7 ) + / (0) + / (_ 0 .707 ,07 ) | . 
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Pueslo que 

/(0.707,07,- 3 ^^,^ ^3^-0.269752. 

,(ü) “5Tó =0 ’ 333333, 

/(- 0 . 7 ü 7 1 07 ) = 3 -- u; 1 7u71Ü 7 = ^ ¡ 3 - 0 . 0 ) , 30 . 

ontonces: 

i 

—j-cÍ.(0.2fiíl752 + 0,333333 + 0.43613U)- 

-1 

- • 1.0392,5 = 0.6928,0 0,693. 

('.omparando esle resullado coii los resultados obtenidos scgún !a fórmula 
de los rcctángulos, de los trapecios y la dc Sizupson (véase el eiemplo del pó- 
rrafo anterior), notamos que el rcsullado ohlenido mediantc la fórmula de Cné- 
bishev (con tres puntos intermedios) es más preciso y está más cerca del valor 
real de la integral quo rl resultado obtenido sigún la fórmula de los trapecio» 
(con nueve puntos intermedios). 

La teoría del cálculo aproximado de las Integrales está desarrolla 
da en las obras del acadéuiico A. N. Krilov (1863-1945). 


$ 10. 1NTEGBALE8 DEPENDIENTES ÜE UN PARAMETRO 
Deriración dr /a* in/ryraic* dcpvndivnten de un parámetra. 


Sea la iritegra) 

Ha)= l f(x, a)dz. (1) 

O 

en la que el integrando depende de un cierto parámetro a. Si el pará- 
metro a varía, cl valor dc la inlcgral definidn variará también. Así, 
la integral dcfinidn es nna funcíón dc a; por esto podemos designarla 
por / (a). 

1. SuponKamos que / (x, a) y f' a (i, a) son funcionea continuas 
en lns que 

c<a<dya<x<i. (2) 

llallemos la derivada de la inlepral respecto al parámetro a: 


.. /|«+ Aa) — / (a) 

I I III -- 

a» -» o Aa 


= /; (a). 


Para liallar esta dcrivada notemos 

b 


/ (a -f Aa) ■ ) / (x. a -f Aa) áx 
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y, por tanto, 

b b 

I (a + Aa) — / (o) = 5 / (*. a + Aa) <íi — J / (*, a)dx = 


= S [/(X, a + Aa) — / (J, a)]dr; 


b 

[ (a + Aa) — / (a) f /(»■ 
Aa ' J 


g + Att) —/(», a) 


Aa 


rfx. 


Aplicando el teorema de Lagrange al inteffrando, tenemos: 

/(». a + Aa) — / (». a) = fa (x a + e Ao)> 

Aa 


donde 0 < 0 < 1. 

Puesto que a) es continua en el dominio cerrado (2), 

entonces: 

/; (x, a -f 0 Aa) =/; (x, a) -f e. 

donde la magnitud e que depende de x, a, Aa, tiende a cero, cuando 
Aa -*■ 0. 

De tal modo: 

b b b 

r(et+á f- /la )=jlf a (x, a) + e]dx= j/-„(», a)dx+^edx. 

a a a 

Pasando al limite para Aa —► 0, obtenemos •): 

Um /{a + &a) - l ^ = r a (a)= |f a (». a)dx 
\a - o Aa J 


[ s / (», a)dx\„= \ f a (», a) dx. 

a a 

La última fórmula se llarna fórmula de Leibniz. 


•) EI intcgrando en la integral J eda tiendu a coro para Aa -*• 0. Del hecho 
o 

de que el integrando tiendo a cero en cada punto, no aiempre se deduco que 
la integral también tiende a coro. Sin embargo. en el caao dado, $ tix tiende 

a 

a cero para Aa 0, to que admitimos aquí sin demoelración. 
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2. Supongamos ahora que en la integral (1) loe límites de integra- 
ción a y b son funciones de a: 

b (a> 

/ (a) = ® [a, a(a), b (a)] = \ f(x, a)dx. (l') 

o (a) 

<D (a, a (a), b (a)J es una función compleja de a, siendo a y b los 
argumentos intermedios. Para haliar la derivada de / (a), apliquemos 
la regla de derívación de una función compleja de varias variables 
(véase § 10, cap. VIII): 


/'(«) 


dO> ^ d<ü da f dO db 
da da da db da 


(3) 


En virtud del teorema sobre la derívación de una integral defi- 
nida respecto a su límite superior variable (véase la fórmula (1) § 4), 
obtenemos: 

i» 

Í = Fb\ t(x ' «)^ —/[*(«). «1 

o 

b o 

Í7 = !f /( *- = {<>■). aj. 

O b 

Finalmente para calcular apliquemos la fórmula de Leibniz, 

oa 

obtenida anteriormente: 

(/;(*. a) dx. 

Oa j 
0 

Introduciendo en la fórmula (3) las expresiones obtenidas de ias 
derivadas, tenemos: 

6 (a) 

/á(a)= j f a (x, a)di + /[6(a), a]^ — f[a(a), a|-^. (4) 

a (a) 

La fórmula de Leibniz permite calcular ciertas integrales defi- 
nidas. 


Kjemplo. Caicular la integral 
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Solucióo. Notcmos, que no se puede calcular directamente esta inte- 

gral, puesto que'la primiliva de la función e~ x --—no se expresa modian- 

te (unciones elcmentalcs. Para calcular esta intcgral, considerémosla como 
función de un parámetro a: 

. . (* sen cu* . 

/ (a)=* J *~ x —-— dx ■ 
o 

Kntonces. su dcrivada respecto a a sc halla según la fórmula do Leibnir*): 


r«í-f [, »i2L2í] a iX=5 

0 0 

La última intcgral sc calcula fácilmentc con ayuda de las funcioncs elemen 
tales y os igual a • P° r 690 


/'(«> 


1-fa* ‘ 


Intcgrando lu identidad oblenida. ballanios I (a): 

/ (a)=*arctga-f C. (5) 

Ahora falta detcrminar C. Para esto nolemos quc 


/( 0 ). 


f~ ! 


■ dx = 


0 dx = 0. 


Además, arctffü=0. 

Poniendo cn Ta iguuldud (5) a = 0, obtencmos: 

/ (0) = arctg0-|-C, 

de donde C’=»0. Por consiguientc. para todo valor de a so vcriíica I- 

igualdad 

/ (a) = arctga. 


es decir, 


- dz => arclg a. 


La fórmula de Leibniz se ha oblenido cn la suposición de que los límiles 
de integración a y b son finitos. En este caso la fónnula de Leibniz también 
cs váliaa, aunque uno de los limiles de integración es infinito. 
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% 11. INTEGRACION DE UNA FUNCION COMPLEJA 
DE UNA YARIABLE REAL 

En el § 4, cap. VII, hemos determinado una función compleja 


de la variable real *: 


/(*) = « (*) + io (*) 

(i) 

y eu derivada: 


?(*) = «'(*) + lv{x). 

(2) 

Definición. La función F (x) = V (*) + i V (*) ae 
de una función compleja de la variable real z, si 

llarna primitiva 

? (*) = /'(*), 

(3) 

es decir, si: 

V' (*) + iV' (*) = u (*) + iv (*) 

(4) 


De la igualdad (4) se deduce: 

U' (x) — u (x) 

V' (x) = v (x), 

es decir, U (x) es la primitiva para u (x), y V (x) es la primitiva 
para u (x). 

De la definición y la últirna observación se deduce que, si F (x) = 
= U (x) -f iV (x) es la primitiva para / (x), entouces la primitiva 
cualquiera para / (x) tione la forma F (x) + C, donde C es una cons- 
tante compleja arbitraria. 

La expresión F (x) + C se llama integral definida de una función 
compleja de la variablo real y se escribe: 

J J(x) dx =■ J u (x) dx -f i J v (x) dx = F (x) -f- C. (5) 

La integral definida de una función compleja de la variable real 
se determina del modo siguiente: 

si 7(x) = ü(x) 4- iu(x). 

entonces: 

i _ t i 

J / (x) dx = J u (x) dx -f i J u (x) dx. (6) 

o o o 

Esta definición no contradice, sino que concuerda con la defi- 
oición de la integral definida como limite de una suma. 
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EJeroicios para el capítulo XI 

|. Calcular la» iutegralea definidas, couaideriudolaa como límites de 
la Muma integral 
6 

J x* dx. 

o 

Indlcaclón: Dividoae el aegmento [a, b) en n partes medianle loa punloa 

n /~b 6*—o* P dx 

x,=¡aq l {1=0, 1, 2. n), donde — . Iteipueita : -^- 2. ^ — . 

a 

b 

dondc 0<a<6. Hetpuetta: In — . 

Indicaclón. Dividir el aegmento |a, I»J como en el ejemplo anterior 
6 

3. ^ |/xdx. Hetpuetla: ~ 

o 

Indicación: Véaae el ojemplo anterior 
6 

4. $ senxdx. Hetpuetla: coaa—coa6. 

Indicaclón. Eatablézcaae previamenle la identidnd siguiente: sen a 

cosío f-jj -cos[«+n *—J j 

+s»n(o+*)H s«n(í+2*)+...+son|o+(n-l>*|=-¡-. 

2son-j- 

para eato ea preciso multipiicar y dividir todoa los lérminos del primer 

miembro por son y y austituir el producto de sonos por la diferencia de 

cosenos. 

b 

5. J cos r dx. Hetpuetla: aen 6 — sen a. 


L'lilizando la fórmula de Newton-Leibnii. calcular las integrales defi- 
nidas: 

n 

I * 2 

6. ? x*dz. /)«/>. y . 7. e x dx. Iltsp. o — l. 8. ^ somai. fíetp. t. 

S 0 0 

Vz n. 

»• Ít£i- *-► T- ,0 - S yfer- R,,p ' T- “■ 5 lgIdI 

0 o ® 

« x x 

ln 2. 12. Íí . fíetp. 1. 13. ^ y. fíeip. ln*. I*. sonxilx. fíeip. 2sen*-|-. 
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15. ^ z*dx. fíesp. 
i 


^ 2^— | • ^ 11, — 1). 17. ^ cos* x dx. 


/?eip. . 18. sen* x tfx. /?eip. . 


Calcular los vulores de las integrales siguienles. einpleaudo las susti- 
tuciones indicadas de variables: 


19. ^ sen xcos'xdx. cosx = |. fíesp. y . 20. ^ 3 t -*cosx * l *’T =< * ^ e, P • 
1 ) 0 

Ts ' 2 '- S ife 12+ ' ,I= "- ”• Í,(T^¥' 

« 

»_ 5 

fíesp. • 23. ^ ^ J • x_ l^? 1 - fí*sp. 2(2—arctg2). 24. ^ — 


J s V*»-H * 

n 

2 

1 « . 3 «r. (* cos f d(p . „ .4 

2 = — . /?mp. In — • 25. \ ^—--—--—5—. semp=>?. /?np. ln — . 

x r 2 d 6—5scn <p-fsen*<p T r 3 

0 

1 1 

Demostrar que 26. $ x m (1 — x) n dx = í x n (1 —x) m dx (m > 0. n > 0). 

b b a a 

27. ¡j /<i)dx= /(a+i-.r)<¡x. 28. jj / (xl) dx =§/(x«)(/x. 

u a n —a 

Calcular las inlegrales impropias siguientes: 

1 00 00 

*’• 1” ,,f - '■ “• S'‘ x ‘ ,x - n “ p '■ 3 ‘- "'"’• 

0 v 0 0 

^■ (o > o) - 3z - 5 vfer- t- S inidi - 

0 r 1 0 

fíesp. —1. 35. ^ x sen xdx. fíesp. La integral diverge. 36. ^ ’ ^ e, P' * n * 

0 l V x 

+«■ I 2 

.egral div.rge, 37. § 2 - ««P- 38. $ 7^ . «»p. 1. 39. ^ . 
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fíesp. La integral divergo. 40. ^ —^=r./Ir*p.y . 41. J fítsp. La intepral 

°o ao 

diverge. 42. ^ e~ ax sen bx dx {« >0). fiesp. . 43. ^ e~ ax cos bx dx (a>0). 

0 0 

fíetp -¿*T£r • 

Calcular los volores aproximados de las integraies: 

44. In5= ^ ~ , segúu la íórmula de los trapecios y la do Simpson (n=-12). 
I 

Hetpuesia: 1,0182 (según la fúrmula de los trapecios); 1,0098 (scgún la 

fórmula de Simpson). 45. j x*dx, según !a fórrnuln de los trapecios y la de 
t 

t 

Simpson (n*sl0). fíespuetla : 3090; 3660. 46. J \/i — x s dx, spgún Ja fórmula 

o 

s 

de los trapecios (n = B). fíespuesta: 0,8109. 47. V —- , según la tórrnula 

10 * 

de Simpson (n = 4). Jiespuesta: 0,8111. 48. J log t ^rdx, según la fórmula de 

1 

los trappcios y Ih de Simpson (n= 10). fíespuesta: 6,0656; 6,0896. 

I 

49. Calcular ol valor de n, partiondo de la correlación ^ 

ó 

uplicando la fórmula de Simpson (n«=10). fíespuesta: 3,14159. 
n 

2 

50. ^ dx, según 1« fórmula de Simpson (n —10). Hespuesta: 1,371 

o 

51. Partiendo dt* la igualdad ^ r'‘ ax d*=-^- t dondo a>C, ballar el 


valor de la iutegral J e~ x x n dx, para n>0. Hesputsta: nl 


52. Partiendo do la igualdad 


2\/~a 

_ , p dx „ n 1.3.5... (2n — 1) 

'"‘•P " 1 ) (.Hipf fí'tpuelta: — -^-- 


, hallar el vulur de In 
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53. Calcular la integral V -- d*. Retp. ln(i-fa)(a> —1). 

o 

l 

54. Utilizando la igualdad \ x n "* dx t calcular la integral 



CAHTULO XII 


APLICACIONES GEOMETRICAS Y MECANICAS 
DE LA INTEGRAL DEFINIDA 


g I. CALCULO DE AREAS EN COORDENADAS RECTANGL'LARES 

Si la función / (*) 0 cstá cn el segmento la, 41, entonces, como 

ya cs sabido (§ 2, cap. XI), el área dcl trapecio curvilíneo limitado 
por la curva y = / (jt), el cje Ox y las rectas z = a y * = 4 (fig. 210) 
es igual a: 

Q =] f (z)dx. (1) 

O 

b 

Si /(*)■<() en el segmcnto |a, 4), la integral definida J / (*) dx 

a 

es también Su valor absoluto es igual al área Q del trapecio 
curvilineo correspondiente: 

-Q=]f(x)dx. 

a 


Si / (*) cambia de signo un número finito de veces cn el segmento 
|a, 4| entonccs, podemos descomponer la integral a lo largo de todo 



Fly. 228 

el scgmento |a, 4) en la suma de inlegrales en los segmentos parcia- 
les. La integral es poaitiva en los segmentos donde / (*) 0, y nega- 

eiva en los segmentos donde / (*) ^ 0. La integral a lo largo de todo 
tl segmento representa la diferencia de las áreas dispuestas por arriba 
y por debajo del eje Ox (fig. 228). Para obtener ordinariamente la 
suma de las áreas, es preciso hallar la suma de los valores absolutos 
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Soluclón. Fuesto que scnx>0 para 0<x<n, y .spnx<0 para .n < 
< x < 2n ontonces: 

k 2n 2n 

(>— J senxáx^ | $ senxdx|«= J |sonx|rfj, 

0 n 0 

* „ 

\ sen xdzmm — cos* [ •— — (cos n — cos0) =« —(■— 1 —1) = 2, 
o 

2 n 2n 

$ senxJx» — cosx| =»—(cos 2n — cos n) = — 2. 
n 

Por tanto, 

<7,2 + 1-21 = 4. 

Si es preciso calcular el área limitada por las curvas y = /, (x), 
y — fz (x) y Ia8 ordenadas x = a, x = b, a condición de que /, (x) 

^ fz ( x ) obtenomos (fip. 230): 

b b b 

Q - í /t (*) dx- J /j (x) dx = JI/, (x) - /j (x)| rfr. (2) 

a o o 

Mjemplo 2. Calcular el área limitada por las curvas (fig. 231) 
y = ~V~x e |/=»x«. 

Solución. Hallemos los puntos de intersección de las curvas: \/xt=z 2 ; 
x=»x 4 , de donde: x t *=0, x s « 1. 

Por tanto, 

0 0 0 
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Calculemos ahora el área de un trapecio curvilineo limitada por 
la curva dadn por ecuaciones paramétricas (fig. 232): 

X = q> (í). y ™ V (0 (3) 

donde: 

a < / < p, y (p (a) = a, <p (P) = 6. 

Supongainos que las ecuaciones (3) definen cierta función y = 
— / ( x) en ei segmento ía, ¿>1 y, por tanto. el área del trapecio cur- 



Ftg. 230 Flg. 231 Ftg. 232 


vilineo puedc ser calculada según la fórmula: 

6 6 

9 = J/(x)d*= 5 ydr. 

a a 

Sustituyamos en esta integral la variahle: x — (p (0; dx 
= q>' (t) dt. En virtud de las ecuaciones (3) obteneraos: y = / (x) = 
*= / Í*P (01 — (f). Por consiguiente, 

C— ¡IW'r'Wdt. (4) 

a 


Esta es la fórmula para calcular el área de un trapecio curvilíneo, 
limitada por una curva dada en coordenadas paramétricas. 

EJemplo 3. Calcular el área de uo cainpo iimitado por la elipac: 
xmmacoBt, y — í> sen t. 

Soluclóa. Célculeraos el área de la milaü superior de la elipse y dupli- 
quémosla. La variable z varia desde — a hasta por tanto, t varía 

desde n hasta 0, Q «~2 ^ (6 sen t) (— a sen t dt) = —2 a¿< ^ sen* í dt ** 


— 2 ab^ sen* t dt = 2ab j -— y ■ 2 - dt — 2 ab j"~nah. 


dl — 2ab 




Area de un sector curvílineo en eoordenadas polarea 


481 


Kjemplo 4. Calcular el úroa limitada por ol ojo Ox y un arco do la 
cicloide x a (t — acn t), y — a (1— cos í). 

Solución. FMiosto que t varia dosdo U hasta 2n, x varía desdo 0 liasla 2na. 
SoRun la fórtnula (4), lencmos: 


2 n 2 n 

^ a (1—cos /) a (1 — cos |) Hl —a'* ^ (1 — cos «)*<#/=» 
o *o 

2n 2n Xn 

dt — 2 ^ cos t dx-f 
0 0 o 

2n 2 n 2 n 2 n 

^ dl = 2n; ^ cos l dl 0; ^ cos* t dt = j 8 2 * dt — n. 

oo »o 

Finulmonto obtenomos 




Q a*(2n \ n) .'tno*. 


§ 2. AKEA DE UN SKCTOR CURVTUNEO 
EN COORDENADAS POLARES 

Sea |» — / (0) la ecuaoión de una curva en coordenadas polares, 
donde / (0) es una función continua para a 0 p. 

Determincmos el úrca del sector OAfí, lirnitada por la curva 
p n / (0) y los radios vectorcs 0 a y fl = p. 



Fig. 033 


Dividamos el úrea dada en n partes mediante los radios vectores 

0 O *=* a. 6 0|.r* DMÍgnemos por Ah,. \(l..A0„ 

los úmnilos formados por los radios vectores tra/.ados (fifi:. 233). 

Sea pi la longitud de un radio vector correspoudiente a un úngiilo 
0i cualquiera, comprendido entre 0 ( _, y 0,. 

Lxaminemos el sector circular de radio p ( y ángulo central A0,. 
Su área es igual a: 

A(?i = ¿-Pt A0 ( . 


:íl 531 
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La suma 

n n 

<? " = 42 SA0i= ^2 ,/<6,),1A0, 

í^i 

da el área del sector «escalonado». Puesto que la suina indicada es 
una suma integral para la funciónfr — I/ (6)l 2 en el segmentoa < 0 < 0, 



Fig. ‘¿34 


su límite para máx Afy -+■ 0 es la integral definida 

a 

Esta integral no depende de un radio vector (>< elegido dentro 
del ángulo A0<. Es natural, considerar este limite como cl área 
buscada de la figurn •). 

As», el área del sector OAB es igual a: 

n 

( 1 ) 


<? = -j ([/ ( 0 ) fd°- (l') 


Kjomplo. Calcular el área limitada por In lemniscata (fig. 234). 
p = a Vcm2ü. 


•) Se puede demastrar que esta definición del área no contradice a la dada 
anteriormente: en otras palabras. ralrulando el área del sector curvilineo 
mediante los trapecioe curvilineos, obtenemos el raismo resultado. 
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Solución. K1 radio vector describe la cuarta parto del área buscada 
cuando 0 varía desde 0 hasla <*i/4: 



«/* «/* 

-í- § = cos 20 dO 

0 0 


a* sen 20 «/* 

~2 2 o 


2 ’ 


por lanlo. = 


§ 3. LONGITU!) I)E UN ARCO DK CURVA 

1. Longitud ile un arco de curva en roordenadas rcctangulares. 

Sea y / (j) la ecuación de una curva plana en coordenadas rectan- 
Kiilares. 

Kncontreinos ln longitud del arco AB de esta curva, comprendida 
entre las rectas verticales x a y x — b (fitf. 2M5). 
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En el capítulo VI (§ 1) lienios dado la definición de la longitud 
de un arco. Hccordémosla. Tomemos en el arco AB los puntos A, M t , 

M . . M t , . . ., B cuyas ahscisas son, respectivamente, x a = a, 

x t* . x t , . . ., b x n . Tracemos las cuerdas AM ít 

M\M-z, . . ., M„ \B, cuyas longitudes designamos respectivainente 
por As,, As^, .... As n . Obteneinos una línea quebrada AM,M Z . . . 

. . . M n ,B inscrita en el arco AB. La longilud de esta quebrada 
cs igual a 

s„ = 2 As,. 

i“i 

E1 limite al cual tiende la longitud de la quebrada inscrita. 
ruando la longitud de su eslabón más grande tiendc a cero, se llama 
longitud s del arco AB 

n 

*= liin 2! As,. (1) 

rnáx At¡ -♦ o /“I 

Demostremos, abora, que si la función / (x) y su derivada /' (x) 
son continuas en el segmento a ^ x ^ b, este límite existe. AI mismo 
tiempo obtenemos el método para calcular la longitud de un arco. 

31 • 
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Aplicacionrt Hfumétrieas y m-cánicgs dr l,i intenral Jrfinida 


Introduzcamos la designación: 

Aj/j = / (j:,) — / (x¡.,). 

Entonces: 

A», = V'(Ax,) 1 + (A|/,) I = ]/1 + Ax,. 

Se^ún el teorenia de La^ran^e tencmos: 

Aj/i /(xj) j 
Ax, x, — x,., 

donde x,., < J, < x,. I’or r.onsiguionte, 


As, = Vl +[/•(!, )f Ax„ 

l)e este modo, la longilud de la línea quebrada inscritn es 

*.= í' Vl 4 \f (I,)] 1 Ax¡. 

« = l 

Setjún lu hipótesis f' (x) es contiiiun, por consiguiente. la funrióri 
V 1 + \j' (x)|* también es continun. Por eso. ln sitrun inte^ral esrrita 
tiene un limile iirtial a la inie^ral definida: 

* = lim ¿ Vl + [/ (*,)]’- Ax, = £ Vl +l/ (x)f dx. 

má« A*J 0 l“*f a 

Así, licmos obtcnido la fórmuln para ralcular la lontfitud de uii arco: 

,= j v\+\r(x)fdx= j yi + ^j d X . ,2, 

« a 

Ofaservación. Partiendo de la últirna fórmula, se puede oblener 
la derivada de la loniíitud del arco respecto a la absrisa. Cousideran- 
do que el límite superior de intesrración es variable y designúndolo 
por x (sin cambiar la voriablc do integración), obtenemos la longitud 
del arco s en función de x: 
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Derivando esta integral respecto al limite superior, obteneinos: 


Memos ohtenido ya esta fórmula en el § 1, cap. VI, partiendo de 
otras hipótcsis. 

Ejemplo f. ilnllar In l«>ngitiui de la circunfercncm 
z *4- y *^ r *. 

Solución. i.'alciilcmos primero la longitud de la cuarlu partc de la circun- 
ferencia situada en id primer ruadrantc. La ecuación del arco Afí ea: 


y — Vt*—x*, de dnnde: 


Por laulo, 


dy x 

~dx' y/ri — x* ' 


/« 


dx ■ 


S y*5 


dx r.ircseu — 


r*—x* ó 

Lo longilud de todn la circunfurencia css 2nr. 

Mallemos nhora la longitud de un arco do curva. eu el caso en 
«fiie la curvi» cstá dadn por ecuaciones pnrnmélricas: 

* íWi » = ♦ ( t ) (“ < i < P). (4) 


donde, <p (/) y '}' (t) son fiinciones continuas que tienen derivadas 
continuas, sin quo <p' (t) sc nnula en el sogmcnto dado. 

En este caso, las ecuaciones (4) determinan cierta función 
y = f (x) continua, que tieue también derivnda continua: 


dy = 

d* cp (0 ' 


Sea a <p (u), ¿ <p (P). Healiremos In siistitución en la integral (2) 
x «= ip (/), dx = <p' (/) dt, 

obtenemos: 


o, cn definitiva: 



ip'(/) dl, 


* = í V[*'«)p+|it>'Wl l *• 

a 


( 5 ) 
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Observación 2. Se puede demostrar que la fórmuia (5) conserva 
9u validez tamlu'én para las curvas que son cortadas por rectas verti- 
cales en más dt* un punto (en particular, para las curvas cerradas) 
a condición de que anihns derivadas ip' (/) y (/) sean continuas en 
todos los punlos de la curva. 

EJemplo 2. Calculnr lu longilud de la liipocicloide (aslroide): 
x —acoa a l, p = osen a /. 

Solución. I'uestu que la curva es simétrica respecto u los dos eje.s do 
coordenadas, calculemos, al principio, la longilud del segmenlo de esla 
curva dispuesta en cl primer cuadrnnte. Ilallumos: 

dx _ _ dy 

-j- - — 3 a cos* / sen /. 3n sen 2 / cos /. 

d/ dt 



Observación .‘f. S» tenemos una curva en el espacio, dadu por 
ecuaciones parnmétrit as 

* ~ <0. y — 't 5 (0. * X (0* (6) 

donde. a <; / < |5 (véasc § 1, cap. IX), la longitud de su arco se 
determina (igual que para un arco plauo) iomo el limite al cua! tiende 
la longitud de la línea quebrada inscrita, cuando la longilud de su 
eslabón más grande tieuda a cero. Si las funciones <p (/), tf (/), y (/) 
soii continuas y Lienen derivadas conliniios en el segmenio |a, p), 
entonces la curva tienc una longitud detcrininnda (es decir, existe 
el Umite indicado arriba para esta curva) que se calcula según la 
fórmula: 

* - J V[v (Í)J’ + hl>' «)]* + [x' «)f dt. (7) 

a 

Adraitamos el último resultado sin demostración. 

Kjrmplo 3. Calcular la lungitud del arco de hélirc x —■ a cog t, y a sen /, 
s ™ amt, ol variar f desde 0 nasta 2n 

Solucióo De las rruaciones dadas, hallamos: 

dx = —asen/d/, dy = a cos / dt, dz — umdt. 
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Ponivndo estas expreaiones en la fórmula (7), obU'netuos: 

3 n 2 n 

• -» ^ *\/ a * 801,1 cos* i-f a*m* dt — a ^ ^/1 -f m* dl = 2na \ 1 -f m a . 

0 0 

2. La loiigitud de un uno de eurva en coordenadas polares. 
Sea 

f> = / (0) (8) 

la eruni'ión de iina curvn dada en coordenada.n polarea, donde p es 
el radio polar y 0 es el ¿ingulo polar. 



Kscrihomos las fórmulas pnra pasar de coordemtdas polares 
u cartc9innas 


x «= p cos 0, y = p sen 0. 


Al sustituir p por su expresión (8), en función de 0 obtenemos las 
ecuacioncs: 


x / (0) cos 0, y — / (0) sen ü. 


Estas ecuaciones sc pueden considerar como las ecuaciones para* 
métricas de la curva y aplicnr la fórmula (5) para el cálculo de la 
longitud del arco. 

Hallemos, para esto, las dcrivadas de x e y respecto al paráme- 
tro 0: 

j e = f (8) cos o — / («) scn 0; j 0 = f (0) son B + / («) coa 0. 
Entonces, 

(¿5) 1 += v (e )t í +=p"+p = - 

Por consiguientc. 


= J Vl> 1 + P^rití. 
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Kjomplo 4. HaUnr la iongitud dc la cardioidc 
p = a(l f cosO) (fig. 23fi). 

Al vnriar cl ángulo 0 duadc 0 hasta n, ohtciu'iuos la mitud do la longitud 
bn.-cada. Aqui p' — — a aan t). Por lanto. 
n 

i~- \ 'l/a 2 (1 ‘ ros tí)**f-a 2 ^c*n- 0 dO 
o 

» ; n 

-<> ^ cos 0 JO 4a ^ co« — dti - Su xoil ~ | 8a. 


a cos I | 
) scn / ) 


U - / <2ji, 


Kjcmplo .*». Calcular la longitud dc 1 a clipsc' 
x = a co.f i 

V 

auponii'iido qiio a > 6. 

Solución. I'ara cúlculo utillcciuoS la foruiula (5). CalculeniOS al prin- 
ctpto la cuaru parlu dol aro», ct dccir, lu («iiKilud dcl ttco quc corroaponde 

al rambio dcl pnráuietro dosdc t = II ha.sta / - : 


a ¿ sen 2 t-j-1>* cns* t dt 


T-lV 


^ v'» 1 11 — C09* I) 1- b‘ e<«» I dl ^ \ u ‘ — (a»_ b»)cu»t(d/ 


dondc, k 


^ y t — a - ~f — c «<t — a ^ \/1 — COR a j t 
o 

V'g»- P 


■ <1. Por lo tanto, 

n/2 


^ 4a ^ — Af* co.* 2 / dt. 


Ahora noa quoda solaniente calcular la últinia mtcgral. Pcro como se sabe, esta 
integral no ae expreaa mediante las funcionas elementalea (vénse § tG, cnp. X) 
y ae puede calcularla únicamente por medio do los méfodn.s aproximados (por 
ejemplo, aegún la (ónnula dc Simpstin). 

En particular, ai el semicjc mnyor de In elip.se ea iguol a 5, y el 
semieje monor es igunl a 4, entonces, /r-^3/5; y la lougitud do la ellpse 


aerá «^>4-5 ^ j/^t — ■ j’cos*t d(. 
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Calculamlo )a última integral scgún ln fórmula dc Simpson ^dividiondo 

ol scgmento j^O. ~J cn cuntro partcs j , ublcnomos el volor aproximado 
dc la inlogral: 

n/2 _,- 

^ j/ 1—cos* t dt VI,298, 

u 

y, pt»r con.siguionlc, la lungilud dol urco dc tnda In elipse ca aproxirnadnmnntc 
igunl n: 

• = *%t 25,96 unidades dc lungitinl. 


§ 4. CALCLI.O !>RL VOLUMKN DK I NCUI ItPO 
BN FUNCION DE LAS AltRAS l»E SECCIONES PARALKLAS 

Dado un cuerpo 7\ supontfumos qno se conoce el área de loda 
sección arliitraria de ostc cuerpo por un plano perpeudicnlar al eje 
Ox (f¡K. 237). Este área depende de la posición del plano secanle, 
es decir, es fiinción de x: 

Q Q (x). 

Supongamos que Q {x) es una funcióit coilUiiua de x. y determiuemos 
el volumeii del cuerpo dado. 

'J'racomos los planos x — x 0 = a, x = x lt x x«, . . x — 
Xn h 

Estos planos dividen el ctterpo encapas. En cada intervalo parcial 
x í -\ x Xt, elijainos un puulu arbitrario y para cada valor 


r-lcfai? W 

Fig. ¿37' 


de í = 1, 2. n construyamos un cucrpo cilíndrico cuya genera- 

triz sea paralela al eje ()x, y la direclriz represente el contorno de la 
sección del cuerpo T por el plano x — 

E1 volumen de tal cilindro elemental, con el árca de la base igual 
« Q(l i) (*i t <£;<*«). y la altura es igual a Q (£,) Ax¡. 
E1 volurnen de todos los cilindros cs: 

vn= ¿ ya,> a*. 

í**l 
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K1 limile de esta suma (si este lírnite existe), cuando ináx &x¡ —► 
—► 0, se llama volumen del cuerpo dado: 

v= lim 

inax axi -• o i“l 

Puesto que u h represcnta, evidentemente, la suma inlegral para 
una función continua Q (x) en el segmento a x ^ b, entonces el 



límite indicado existe y se expresa por la integral definida: 

v=*ÍQtfdx. ( 1 ) 

O 

KJrmplo. (Uili’idar «I voliiiuou ilo uii clípaoido do tros cjcs (fig. 238) 
u* :> 

fr + &r + ■?» ~ 1 

Solución. La sccción dol cli|>soido cortAdo por un plano paralelo al plano 
Oys que se encuentra a la ilialancia z ile i , .stn último da una olip.se 

V 1 , ** . ** V 2 . ** 

6r*t-ir c=1 “-íF 


]• l-v^ÍY 


aus semiejes son: 


».-* /‘-M; . 

es igual a n6,c t (véase 
Q(i) = n6c (l--£) . 


Pero el ároa do tal eüpse es igual n n6,c, (vóase el ejcmplo 3 § 2). 
Por eso. 



Volumcn de un cuerpo dr reiolución 


491 


De donde el voluincn del elipsoide es igual a: 

5 ^)|“ a 4 


En partiriilnr, si a— £=c, el elipsoidi* se Iransfonnn en iiini esíera, y en 
eaU* niso, ubtenemos: 



$ 5. VOLI MEN l>E l.'N CUERPO DE REV0LUC10N 

l'studienios el cuerpo de revolurión engendradn por la rotnción 
del trapecio curvilineo aAlih alrededor del eje Oi. Kl Iraporio está 
limitado por la curva y / U). el eje Oi y las reclas x a, i b. 



En esto easo. loda sección arbitrarin del nierpo, rortndo por un 
plano perpondicular al eje do nhscisas. es mi círculo cnyo área es: 

Q B np* « n |/ (r)|=. 

Aplicandn In fóriimln general para el cálculn de Ins volúmenes 
1(1). § 41, obtenernos la fórmula parn cnlcular p 1 vnlumen del ruerpn 
de revolueión: 

t t 

» = Jt | y*di - n j f(x) | dx. 

n a 

Kjcniplo. Halliir el vnlutnen del nirrpo engendrado pnr In revolurión 
de una ratvnarin 

X X 

alrodedor dt*l eje Ox, en el intervaln desde x = 0 liasla x^»b (fig. 239). 
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Soluciún. 



$ 6. ARKA DK UN Ct’KRPO DK RKV01.tT.ION 

Sea una superficie engendradn por la rovolución de la curva 
y = / (j:) alrededor del eje Ox; hallemos el área de esta superficic 
en el intervalo a •;£ x b. Supongamos que la función / (x.) es conti- 
nua y liene derivada continua on todos los puntos del segmeuto [a t 6|. 



hg. ¿40 


Iguiil que en el § 3, tracemos las cuerdas AM t , A/jA/ 3t . . 

. . ., cuyas longitudes designainos por Asj, As-», . . ., A s n 

(f¡K. 240). 

En su rotación cada c.uerda de longitud A.s', (i = 1, 2, . . . n) 
describe un cono truncado, cuyn superficic A P t es igual a 

A/', = 2 n y* - 1 . + y ‘ A s„ 

2 

Pero, 

Aj, = V Aj? + A»f = |/l + (—) <**«• 

Aplicando el teorema de Lagrange, obtenemos: 

A»| _ /(x,)—/(!,-,) 

Ax, x, — x,_ i 


/'(!,). domlc x,-i < 5, <x,: 
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por (‘«msiguiento, 

A*/=Vl+ /•*«.) A*i. 

A/\ = 2¡i »'-• + «> Vl +/' 2 (5,) Ax,. 

La superíicie descrita por la linea quehrada cs igual a la suma 

/’„ = 2 n S 1 * ! =• - + 9 i Vt +f'-a,) AX(. 

/ J 2 

l*»1 

o a la suma 


P.=* s I/<*,-,)+/(*,)]Vl +ra.)Ax,. (1) 

i~l 

que se extiende n todos los eslabones dc la línea quebrada. E1 limile 
de esto suma, cuando el eslabón niás grnnde de la línen quebrada 
A s t ticnde a cero se llama área de la suprrficie dc revolución. 

La suraa (1) no es una suma inlegral para la función 

2n/ (x) V 1 +/•(*)*. (2) 

puesto que en el siimnndo. correspondiento al segmenlo x,I, 

figurau unos cuantos puntos de este segmento: x/. t , x,. £,. Sin 
embnrgo, se puede demostrar que el lirnite de la siinia (1) es igual 
al de la suma integra! pnrn la función (2), es decir. 


/'= lim n £ i/(x/ ,)+ /(*()] Vl 4/'*(&<) Ar, = 

mAt -* 0 f — | 

= lim n 2 2/<l,)Vl +/' = (U Ax, 

raáx Axj -«0 1 = 1 


/> = 2j,)7(x)V 1 +f I (x)dx. (3) 

a 


Kjemplo. Doterminar la suporficio dol paraboloido. ongendradn |K>r )a rovo- 
lución nlrodedor dol ejo Ox de un arc.o «lo la parábola y* - 2 px, corrospoiidienle 
a la variación do x dosde x — 0 hasla x - a: 


V2p 

2V' ’ 


Vi+yi 


■ /í+i-/ 


2 r-i p 
2 x * 


V = V'¿pz, y‘ 
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Solucíón. Scgún ln fúrmula (3) obtenemos: 

« /-- o 

/• c i'rt ^ y ¿px y —„£ 2 ? dx ~ 2:1 Vp § *■ p rfx 

0 0 

2.1 Vr 4 lí^pf'^p^\. 

i 7. CALCI’LO l»EL TRABAJO 
l.ON AYH1»A DB LA INTEGRAL DKPINIDA 

Suponcnmos qut*. bajoel efecto de una fuerza F, el punto material 
M se desplaza n lo lartco de la recla Os, y In direceión de In fuerza 
coincidü con In del movimieuto. Ks preciso determinar el trabnjo 
producido por 1» fiier/.a F, para despla/nr el punto V/ de la posición 
s — a n In posición .v b. 

1) Si In íuerza F es conslanle, el trabnjn l se expresará como 
el producto de l:i fuerza F por el camino recorrido: 

/I — F {b — a). 

2) Siipotigatnos que la fuer/a F vnría conliiiuamente en función 
de lu posicióu dol punto rnnterinl. es decir. represenla unn función 
F (jf). continua en el segniento a s ^ b. 

Dividmnos el segmento \a. b | en n pnrtes arbitrarias de lonqitudes 

A*i, A« 2 , . . \s n . 

Klijnmos, aliora, en cada segmenlo parcinl |.v l ( , s,| uii purito 
arbitmrio £,, y sustiluyatnos el trabajo de la fuerza F (s) cn el cnmiuo 

(¿ - 1, 2. . . n) por el produclo 

Fd)**,. 

Esto significa que dcntro de los limiles de cada segmento parcial 
admitimos lu íuerza F como constante es decir, F — F (| r ). En tal 
caso la expresión F (£,) As,, para A s, suficientomente pequeño, dará 
un valor oproximado del trabajo de la fuerza F en el camino A.v,, 
y la suma 

Á.= ¿ Fil.) A*, 

I"1 

será la expresión aproximada del trabajo de la fuerza F eil todo 
el segmento |a, 6|. 

Es evídente que A n representa una suma integral formada para 
la fuiición F = F (s) en el segmento (a, 6|. F.l límite de esta suma, 
paro máx (A5<) -► 0, existe y expresa el trabajo de la fuerza F (.v) 
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en el camino desde cl pnnto s — a hasta el s = b: 

b 

/Í = J Ffsjds (1) 

O 

Ejcmplo 1. La compresión S de un muelle holicoidal os proporcional 
a !a fuerza aplicada F. Calrular «*l Irahajo do la fuor/a F al comprlmir el mm lle 
5 cm, »¡ es preciao aplicar unn fuorza dt* 1 kg para comprimirlo I rm (fig. 241). 



Soluclón. Segúu In liipótoais, la fuerza F y el desplazamiento S ostán liua- 
dos por la dependencia F kS, dondc k rs una constanle. Exprcsemos S en rac- 
trn.«. y F cn kiloRrnmos. Si S = 0.01 entonccs F 1. cs dccir, I /f-0,01. 
de dnnde: k 100. F 100.'. 

Eri virtud de lu fórmula (I) tenemos: 

0.05 

P S « 10.05 

.1— \ 100.V dS 100-— - 0.125 kcm. 

t) 2 |o 

0 

Ejcinplo 2. La fucrza F, de repulsión entro tlos carRas eléclricas e¡ y e 2 dcl 
misnio >igno, díspnestas a una distancia r, se expresa inediante la fónnula 



donde k es una constanlc. 

Detcrminar el trabajo dc lu fuerzn F parn dcspiazar In rarRa e 2 desdc cl 

S unlo A t , quc se encuentra n la dislancia r, de la rarga q, al punlo A 2 qui* sc 
alla a la distanc.ia r 2 de rj. Supongarans que la carga r, sc cncuentra en el punto 
/l 0 , tomado por origcn. 

Solución. Scgún la fórmula (1) tcnemos: 



T t 


Para r 2 = cx3, ohtenemos: 

J r* r t 


Para c 2 —1, tenemos La úllima magnitud se llama potenclal del 

campo creado por la carga e x . 




m 


Apllcactonts f’enmétrjeas y meeánicas dr la inlegral drfinida 


§ 8. COORDENADAS DFI. CENTRO I)E GRAVEDAD 
Sea rlado en t*l plano Oxy un sistema de los puntus materíales 
Pi (z„ .Vi); /\ fe, !/:), . . ., P„ (z„, y„), 


cuyas masas son m t , m 2l . . m„, respectivamente. 

Los produclus Xjm, c y¡m¡ se llnman momentos estáticos de la inasa 
m t respecto a los ejes Oy y Ox. 

Designcmos por x e e las coordenadas del centro de «ravedad del 
sistcma dado. Conio es saliido por el curso de uieráuica, las coorde- 
nadas del c.ontro de gravedad del diclio sislcma de pntitos mute- 
rialcs se detcrminan por las fórmulas: 


i/c = 


1,111, + ij/nj + . 

.. + z„m„ 

z,m , 

1=1 

m, -f- m-t -f- .. 

■ + i"» 

n 

v ... 



>. m t 
1=1 

«/iwi,-f y 2 m 2 -f . 

.. + y„m„ 

n 

S y,m, 

I- 1 

"'l + + • • 

■ + m n 

n 

X m > 


( 1 ) 


( 2 ) 


Utilicemos estas fórinulas, para Imscar los ccntros de gravedad de 
diversos cuerpos y figuras. 

1. (lentro dc gravcdad de una curva plana. Snpongainos que In 
ecuación y f (x), n x b definc unn ctirva material AB. 

Sea y la densidad *) lineal de esta curva material. Dividamos 

la curva en n partes de longitudcs A«|, A.As„. Las masas 

de estas partes serán iguales a los productos de sus longitudes por la 
deusidad (constante): A m, y A s,. Tomemos un punto arbitrario 
de absciso en cada parte de la curvn A s t . Hepreseutaudo cada parte 
de lo curva Asi como un punto materiol P¡ |£,, / (£ ( )1 de masa y A s,. 
y, sustituyendo en las fórmulas (1) y (2) x, e y respectivamente por 
los valores l¡ y f (h) así como m, por el volor y A s¡ (la inasa de 
la parte As ( ). obtenemos las fórmulas aproximadas para determinar 
el centro de gravedad de la curva: 

.. .. 2 /(li)vA»i 

IvAs, • V '~ V vAsi -* 

*) l*or densidad lineal se entiende la masa de la uuidad de longitud de 
U curva dada. Suponemoe quc la densidad lineal es igual cn todos loe puntos 
de la curva. 
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S¡ la functón y — / (z) es continua igual que su derivada, las 
sumas del numerador y del denominador de cada fracción, para 
máx A s, —► 0, tienen sus lirnites iguales a los límites de las surnas 
integraies correspondientes. Oe este modo, las coordenadas del centro 
de gravedad de la curva se expresan por las integrales definidas: 


b 

jxds 

JtI 1 r/’* (c) dx 

a 

b 

5 ds 

a 

s vt +r*(x)dx. 

a 

b 

b 

il(x)ds 

J/WVl + /- 2 (z)dx 


J d* \vi+r(x)dx 

n «i 


Rjeniplo I. Ilnllar las coordenadas del centro do Ktaveilud de la setnicir* 
cunferonr.ia x* {- y* u*. di.spuosta jnir arriba del ejc Ox. 

Soluríón. llaílemoM tu abíK'isa drt rentro dr gravedad: 


l,,.r 3, - y J_ ri • *“]/»+ (-S-) • 


a { -X 

«j 


yo*—x* 




.) v “ a —• rS 


-a Vaa-a-»r-a 0 


DrlerniinemoS. alioru, la orden.nla >!• I centro de gnivrdad: 






no :ui 


2a 

n 


2. Ccnlro tle tírnvednd de una fiuurn plana. Supougnnioa que la 
fttjura dnda, limitada por las curvas y /, ( x ). y — / 2 (x), x = a, 
x — b, represenle una .figura plana niaterial. Consideremos que la 
densidud supcrficial (es decir, la masa de una unidad de área de la 
superficie) es constante e igual a b en toda la figura. 

Dividantos la figura dada. mediante las líneas reclas z -= a, 
x = x t , . . ., x = x n = b en baudas paralelas cuyas anchuras son 
Ax,, Ax 2 , . . Ax„. 
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La masa de cada banda será igual al producio de su área por la 
densidad 6. Al cambiar cada banda por un rectángulo (fig. 242) 

de base Ax,, y allura / a (6i) — /, (S*), donde £,= , | a 

masa de esta banda será, aproximadamente igual a: 

= 6 l/ 2 <*,) - /, a,)l Ax, (¿ = 1,2. n). 

E1 centro de gravedad de esta banda se enciientra, aproxiinada- 
mente, en el centro del rectángulo correspondienle: 


(*/)e = É/; (y/) c = 


Mi<L±A!k ) 

2 


Sustituyendo, ahora, cada bunda por un puuto material y locali- 
zando la masa de cada banda en su centro de gravedad enconLremos 



el valor aproximado de las coordeuadas del centro de gravedad 
de toda la figura (en virtud de las fórinulas (1) y (2)): 

z .. 2S.8 [/»(Si)-/ i (Ei)|Ax , 

S6[/>(S,)-/,(S,)].it, ’ 


tfc 


4 2 1,1 <|,>+ u 6 (/s <E,) - f> <Ei) j 

2M/.(e ,) -/,( e ,)] Ax, 
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Pasando al límite para \x, —► 0. obtenemos las coordenadas 
exactas del centro de gravedad de la fipura dada: 


h b 

^ *[/* <*> -/.(*)] <¡* 4 j (/= W + /. <*)] U- (*) ~ /• <*)] á* 



J |/i(x) — /i (*)]'&' J[/i (*) — /.(*)]* 


Estas fórmulas se verifican para toda figura plana homogénea 
(es decir, aquélla quc tienc densidad constante en lodos los puntos). 



Fig. ¿43 


Como vemos, las coordenadas drl centro do gravenad no dependen 
de la dcnsidad 6 de la íipura (ó se ha climinndo en ol proceso de cél- 
Ctllo). 

Kjeiuplo 2. ÜeUnniiior las c<M>rdonadas del cenLro du pravtdad de un aeg- 
inodto do parábola y* = ax. corlada por la recta x = a (fig 243). 

Solución. En el caso dado: /t(r)= /, (x) =- — V ttX ¡ entonces: 



0 _ 

a 

2 $ V= 





|r c »0 (puesto que el se#mcnln es fimétrico res;M*cto al eje Or). 


32 * 
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Í 9. CALCULO DEL MOMENTO DE INERCIA DE UNA LINEA, 

DE UN CIRCULO Y DE UN CILINDRO 
MBDIANTE LA INTEGRAL DEFINiDA 

Sea dado en el plano XOY un 9»stema de puntos inateriales 

P> (*l, ííl), P* (J-J. !í 3 ), .... (l„, tfn) 

cuyas masas son m,, m 2 , . . m n . Como es sabido por cl curso de la 
mecánica, el momento de inercia del sisteina de puntos materiales 
respecto al punto O se determina del modo siguiente: 


/ 0 = ¿ (xf-f y?)mi (1) 

ó 

/„= i¡ rfm„ (O 

donde: 

r t = Vxf -f y J. 

Igual que en § 8 la rurva .-Itf está dada por Ia ecuación y / (x) 
fl < x < /. 

Supongainos que estu curva .1/? es una lioea matcrial y que su 
densidad íineal es igual n y- Dlvidamos otra ver. más In iinea en 
n partes de lougiludes As,, A&¡, .... A s n donde A>*j)' -j- Ayf. 

Las itiasas de estag pnrtes son iguules a los productos de sus longilii- 
des por la densidad: 

Am, = y (AAi¡ .A s n ). 

Tomemos un punto arbitrario de absciaa en cada parte de !a 
curva. La ordcnada de este punto será q, — / (£,). 

EI momento de inercia de la curva respecto al punto O, en virtud 
de la fórmula (1), aproxiinndamenle será 

/ü = Í¡ (67 + n?) VAs¡. (2) 

i=l 

Si la función y = / (x) y su derivada /' ( x) soii continuas, enton- 
ces, para A s¡ -*• 0, la suma (2) tiene limite. Este último, que se 
expresa mediante la integral definida, determina el momento de 
inercia de la línea material: 


/»= V S [j = + / (*)*] Vl + f {xf dr. 


(■■«) 
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Mouu'nto de inerciade una barra homogénea dc longitud / respecto 
a su cxlremo. Hagamos coinridir la barra con °I segmento del eje 

Ox (0 <*< /) (fig. 243'). 

En este caso 

Asj = Ax/. 

Am¡ = yAxt, Hí = *?• 

La fórinula (3) toma la forma: 

t 

/« ~ V f *' dl = V \ 

0 

Dada la masa M de la barra, entonces •; — y, y la fórmula 
(4) loina la forma: 

= (5) 

Momcnto dc inercia de uu anillo dc radio r rcspeclo al ccntro. 
Puesto que los puntos dcl anillo sc enr.uentran a la distancia r del 

0 AX l 

v - j —i-1 

X 

Ftg. 243' 


ceutro a, y la masa dcl anillo m 2nrv, el momcnlo de incrcia del 
aníllo será: 

/.,„ == mr* = y2nr • r 2 = y2jtr\ (6) 

Momcnlo de inerria dcl circulo homogcnco dc radio /{ rcspccto 
nl ccntro. Sca b la masa de una unidad dcl árca dcl circulo. Dívida- 
mos cl círculo cn n anillos (fig. 243"). 

Examinemos uno dc los anillos. Sca r¡ su radiu interior y r/ -f- 
-f- Ar, el radio cxterior. La rnasa Am, de este anillo, calculada con 
exactitud hasta infinitesimnles de ordcn supcrior respecto a Ar, será: 

Amj = 6*2jtrjAr|. 

En virtud de la fórmula (6) cl momento de inercia de su masa 
respccto nl centro será, aproximadamente. igual a 

( x 62 nr, ¡\r.-i*, = 62.if? A r„ 
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Kl moniento de iuercia de todo el círculo, como el sistema de 
anillos, se expresará mediante la fórmula: 

y.w 2 62nr¡- Ar,. (7) 

l-l 

Pasando al líinite, para máx Ar t -*■ 0, obtendremos el momento 



do inercia del área del círculo respecto u su cenlro: 

R 

y,= 62n |r J dr = n6^. (8) 

0 

Dnda la masa M del círculo, la densidad superíicial ó es 



Introduciendo este valor en (8), obtenemos en definitiva: 

/ 0 = JM —. (9) 

2 

Es evidente que si tenemos un cilindro recto de radio R y masa 
M, entonces su momento de inercin respecto al eje se expresará por 
la fórrnula (9). 
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Ejercicios para el capítulo XII 

Cálculo de ireas 

1. Hullar el área de la figura limitada por las curvas x, p*=>3*. 

fíespuetta: — . 

2. Hallar el área de la figura limitada por la hipérbola equilátera 

= eje Oz y rectas z = a, b~ 2<i. fíespursta: a*ln2. 

3. Hallar el área dt» la figura comprendida entre lo curva p = 4 — x* 

2 

y el eje Oz. fíespuesta: 10 -g- . 

4. Hallar el área de la figura limitada por la hipocicloide y t/9 =¡ «*/•. 

fíespuesla : — na*. 

5. Hallar el área de la figura limilada por la cateuaria ~ x 

x —x 

X (< a -)-í a ), ejes Oz y Oy, y la recta fíespuesta: -^- (e a — I). 

6 . Ifallur el área de la figura limitada por la curva ;/ z 3 , |a recta 
y 8 , y el eje Oy. fíespuesta• 12. 

7. Hatlar el área del campo limitado por una semiondu de la .senoide 

y cl eie de ahscisas. liespuesta: 2 . 

8 . Hallar el área del cumpo comprendido entre las parábolas y 2 2 pz, 

z* 2py. fíespuesta: p*. 

9. Ilallnr el área total de la figura limitada por las curvas: y = z*, y = 2z, 

y — x. fíespuesta: . 

10 . Ilallar el área del campo limitado Dor un arco de la cictoide 
x -a(l— sen/), v a(l— cos f), y el eje de abscisas. fíespuesta: 3na*. 
tl. Hallar el área de la figura Iimitada por In liipocicloide: z m cos* í, 

3 

y *- a sen* /. fíespuesta: — na*. 

12. Hallar el área total del campo limitado por la lemniscnta p* = a*cos2q). 
fíespuesta: a*. 

13. Calcular cl área del cainpo limitado por un lazo dc la curva p a sen 2q>. 

fíespuesta: na*. 

o 

14. Calcular el área lolal del campo limilado por la cardioide p - a (1 — cos q>). 

3 

fíespuesta: — na 2 . 

13. Hallar el área del catnpo limitado por la curva p = acosip. fíespues- 



16. Hallar el área del rampo limitado por la curva p = acos2<p. fíespues- 
na* 

ta: — . 

17. Hallar el área del campo limitado por la curva p = cos3q>. fíespuesta: 
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18. Ildllnr ol ároa dcl campo límitndo por la rurvn p = cos4<r. fíespues• 


Cálculo do volúmenrs 

r ¡ t,¡ 

19. L« elipse f -^j-=| gjrn alrededor dol ejo Ox. Ilnllnr ol volumon <l«i 
cuerpo do revolución. fíespuetta: —nab*. 

20. F.l üegmritlu de la rraU quo unc <•! origen do coordenadns con el punlo 
(o, b) gira nlrededor dol ejo Oy. llnllar el voluinon dol cono obtenido. 
fíespuestu: -- na¡b. 

21. Hallar el volumon do un toro oii{;ondrado |M»r In rovolucióu del clrculo 
x -iA (y — ft)* u* alrededor dol ejo Or (suponer que b o). fíetpuesla: 2n*a*b. 

22. El ároa liinitada por las línoas y* 2 ps. y j a gir.i .ilrodedor del ejo Ox. 
Hallar el volunmn dol ruerpo do revolución. Retpuesta: npa*. 

23. La fijfura limilada por In hipociclnide x %J * a S/ * gira alredcdor 

del eje Ox. Ilnllar ol volumon del cuerpo <lo revolución. fíespuesta: * . 

24. La lit{iira limitada por un arco dc la «onoide y sen x. y el eje Or. 
giru alrt-dedor del ejc Ox. Hallur vl voliimon del cuerpo de rovoiución. 

n t 

fíespuesta: ——- . 

25. I.a figura. liinituda por la parnbolu y- \x y |u recta * 4, gira alro- 

dodor del eje Ox. Ilullnr el volumon dol cuorpo «l<» n»volucióu. fíetpuetla: 32 ji. 
2fi. La figura, limitada por lu curvo y - xe x y las roctas y 0, x \, girn 
alredo<l<»r doj ojo Ox. Ilallar ol volutnon <lol cuerpo do rovolución. fíespues- 

x(« s -d- 


27. La figura, limitnda por un arco de la cicloido x a (t — sen /), 
y a (t — Cos I) y el eio Ox, gira ulrededor dol ejo C»x. Ilallnr ol voluinen dol 
cuerpo <lo rovotucion. fíespuesta: 5.i*a 3 . 

28. La mismu figura (dol probloina 27) giru alreiledor dol ejo Oy. ilallur 
el volumon dol ctiorpo de revolución. fíespuesta: fi.n 3 //*. 

29. I.a misma figura (<l**| problema 27) gira alredodor d«» una recln que os 
paralola nl eje Oy y pasa por el vérlice <le la cicloide. Ifnllar ol voluin«»n 


del cuerpo dn revolución. fíespuexla: -(9n* Ifi). 


30. L.a misina figura (dol probl<»ma 27) gira alredodor de unu recta naralola 
u) ejo Ox y que pasa por el vértice de la cicfoide. Ilallar el voluiuon dcí cuerpo 
dc revolución. fíespuesta: 7n*a*. 

31. Un cilindro de radio fí está cortado por un plano que pasa por un 
diámelro do lu baso hajo ol úngulo a respecto al plano d« la base. Ilullar 

2 

el volumen de lu parte sojiaradu. fíespuesta: —/? a tga. 

32. Hallar rl volunien coinún para dos cüindros: x*-f y* = /í*, p*-f s 2 //*. 

fíespuesta: fí*. 

33. El punto <lo intorsocción do las diagonules do un cuadrado so dcsplaza 
a lo ÜUTgo dol diámelro de un cfrculo do radio a ; el plano del cuadrado permaneco 
sicmpro perpendicular al plano dcl círculo, miontras quo dos vértices opuestos 
del cuadrado se dosplazan por una circunforoncia (os evidonte que auranto 
cl movimionto la maguitud dol cuadrado cambia). 
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llallar el volumen del cuerpo engendrado por esto cuadrado movíble. 
Hesputtla ; — o*. 

14. Calcular ol volumen del .segmento corlado de un parabaloide elíptico 
’ 2 p^ T’~^‘ =s:Z P° r °1 PÍ nno Hespuesta: no 2 Vpí- 

35. Calcular el volumen del cuerpo limitado por los planos z = 0, p=0. 

«uperficies ctliculricas x 2 : 2py, c 2 --¿2px. y el plano x=o. Rctpucsta: 
a a 1 /'¿a . 

— *-pz- (en el primcr octnnte). 

7 Vp 

36. Una recta se mueve paralolamente al plano Oys cortando dos elipses: 

+ s ® disponen on los planos Oiy y Ozz. C'.alcular 

Q 

el volumen del cuerpo obtenido. Hrspuesta ; abe. 

Cálculo de longitudcs de arcos 

37. Ifallar In longitud total do la hipocicloido x 2/a d- y- 11 « 2/3 . Hespues- 

ta : 6«. 

38. Calcular la longilud del arco do una parábola semicúbica ay 2 x 2 , u par- 
lir del origen do ctNmlenndas basta el pimto de abscivu x r*«. Respuesta : 
335 

27 "• 

* _x 

39. flallar la iongitud del arco do una catenaria y ^x(í° + f a ) del ori- 

X X 

gen de ronrdenadn.s basta el punto (x, y). fíespuesta: 7 p(e n — e fl ) = Vl/* —a a . 

40. Ilnllnr la longitud de un arco de la cicloido x a (t -sen/), j/ ax 

X (1 - cos I). fíespufstaüa. 

41. Hallar ln longitud del urco de la curva y -^lnx en los límites; »lo 

- t ’J 

x =■ V3 bnstn V®. Respuesta: 1 -f In ~ . 

42. Hallur la longitud del arco de la curva y = l —lncosx eutro los limiles 

do x=»0 a x=-^-. fíespuesta: Intg-^.. 

4.1. Ilallar In longilud de la ospiral de Arquimerfes p--«i|>, a partir del 
polo bastn cl fin dol primer rizo. fíespuesta: M]/rpíjd-|-~ ln(2n-f- 
f Vt-Í 4n*). 

44. Ilallar la longitud do la ospiral p = r a9 del polo al punto (p, qi). 

fíespuesta: Vl d~ tt g a% _ P ^ a 2 

ci a 

45. Hallar la longUud VoVal de \a curva p = osen* Hespuerto: -5-310. 


46. Hallar ln longitud do la evoluta do la olipse xt= — cos*í; y = -^-sen*l. 


4(a»-6» ) 
ab 


fíespuesta: 

47. Hallar ia longitud de la cardioide p = o (1 -f costp). fíespuesta: 8a. 
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48. Haflnr la fongitud del arco tle la evolventc del círculo x*=a (cosqH- 
<p sen tp), y — a(senq>—<fCOs«y), desde <p = C) hasta tp = <p,. Hespuetta: 

Cálculo dc las áreaa dc supcrficica de los cucrpos de revolución 

40. Hallar cl área de la supcrficie. oblcnida por la revolución do la parábnla 
-^4ax alrededor del cje Or, desde el origtui O hasta c| punto de abscisa 
5<» 

Xb. »3a. Hrspursta: -^-jia*. 

50. ilnllar el árra de la supcrficio del cono engendrado por la revolurión 
do un segmento do la recta y 2x limitada |»or x=* 0 , x— 2 : 

a) alrededor del eje Ox. ftespuesta: 8 n V^* 

b) nlrededor del eje Oy. Hespuesta: 4ji "J/5. 

51. Hallar la superficie del toro obtcnido jmr la revoiución del círculo r a + 
d-(y — b)* = a* alredednr del eje Ox. Hespuesta: 4n*ab. 

52. Ilallar cl área de la suporficic del cuerpn engi'ndrado por la rcvolución 
de una cardioide nlredcdor dei eje Ox. I.as ecuaciones purainélricas de la 
rardiojde son: x = a {'¿cos^ —cos 29 ), y «(lí semp—sen 29 ). Hespuesta : 
128 , 

1T na *‘ 

53. Ilallar el área de la superficie del cuerpo obtenidn por la revolución 

de un arco de cicloidc x **»a (t — sen !)'• y*—a(l- cosl) alrededor dol eje Ox. 
_ IWjio* 

Itespuesla: —-— . 

54. E1 arco do la cicloidc (véasc el problcma 53) gira alredednr del eje Oy. 
Ilallar la suporficio del cuerpo do rcvolución. Itrspursia: 16n*n*. 

55. E1 arco de la cicloido (véase el prohlcma 53) gira alrededor de la tan- 
gento paralela al eja Oz quo pa.sa por el vértice. Mailar )a ituperficie dei 

. , „ 32jw* 

cuerpo de rovolucion. Hespuesta -=— . 

56. La astroide * = a sen 3 t, y = a cos s 1 gira ulrededor del eje Ox. Hallar la 

12 nat 

superfjcie del cuerpo de rovolución. Respuesta: —-—. 

57. Ei arco de ln sinusoide y = senx. dcsde x —0 hasta gira 

alrededor dcl cje Oz. Hallar la superficio del cuerpo de revolución. fíespues- 

ta: 4nlV2 |-1n(V2 M)l- 

58. La elípse ^-{-«=»l (a > b) gira alredodar del eje Ox. Hellac la 
superficio del cucrpo do revolución. Hespuesta: 2n6*-f-2nab arc ^ 2— f 


donde e — 


Va»-b* 


Diferentes apllcaciones de la integral definida 

59 . Ilallar el centro do gravedad del área de una cunrta parte do la 

jr* uí _ 4a 4 b 

eIip» 5 5 +-^-=l (X>0, y >0). Hetpu ^ ■ 

60. Halinr el centro de gravedad do la figura limitada por la parábola 
x t_^4p_l6 a o y el eje Ox. Hespuesta: (^O, -jr') . 
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61. Hallar el centro de gravcdad dol volumen de la scmiosfera. fíeipuet- 

3 

ta: en ol eje de simetría, a la distancia fí de la base. 

62. Ilallar el centro de gravedad de la su^erficie de la semieafera. 
fíetpueita: en el eje de simetria a la distancia — do la base. 

63. Hallar el centro de grnvcdad de la superficie del cono recto circular 
que tiene radio de la base fí y altura h. fíespucita: en el ejcde simetría, a la dis- 

Ifnlas — de la baso. 

64. ilallar el cenlro de gravttdnd do la superficie de la figura limilada por 


las líneas p — w . n x (0 <x <n), y = 0. fícspuesta: ^ . 

65. ilallar el cenlro de gravedad del área de la figura limitada por las 
parúbolas y* = 20x, x* - 20p. fíeipuesta: (9; 9). 

66 Hallar el centro de gravedad del úrea de un sertnr circular aue tiene 
úngulo cenlral 2a y radio fí. fíespueita: en el eje do simetría, a la distancia 

2 „ sen a , , , . , , 

fí - del verlice del sector. 

3 a 

67. Hailar la presión que se ejerro sobre un rectúngulo sumergido verti- 
calmente en agua, si se conoce quo su base es 8 m, altura 12 m. La base superior 
es paralela a la superficie libre del agua y se encuentra a una profundidad de 
5 m. fíespuesta : 1056 loneludas. 

68 . El borde superior de una esclusa nue tieno forma de cuadrado, do lado 
igunl a 8 m. se halla on la superficie nel agua. Determmar la presión que 
se cjerce sobre cada uno de los triúngulos de la esclusa. Los triúnguíos se obtie- 
nen modianto Ia división del cuadrado por una do sus diugonales. fírsnunta: 
85 333,33 kg, 170 666.67 kg. 

69. Calcular ol trnbajo m cesario para bombear rl ngua de un recipiento 
somiesférico cuyo diámetro es igual a 20 m. fíespuesta: 2.5-10« nkgiu. 

70. IJn cuerpo se encucntra en movimicnto rectilíneo según la ley x - ct B , 
donde, i es )a distancia recorrida durante el tiem|N> t. r const. La rcsÍHtencia 
del medio es proporcional al cuadrado de la velocidad, siendo k el cocficlento 
dc proporcionalidad. Hallare) trabajo dc la resistenria al dcsplazarse el cuerpo 

del punto x = 0 hasta el x = a. fíespuesta : k . 

71. Calculnr el trabajo que ea preciso gastar para bombear el liquido 
de densidad y, desdc un recipiente que tiene forma de cotio con vértice dirigido 

hacia abajo. // es la altura del cono, fí es el radio do su base. fíespuesta: . 

72. Una boya de madera quo tiene forma cilíndrica ílota sobro la superficie 
del agua. So conoce auo la altura // es 50 cm. el úrea de su base S es igual 
a 4000 cm 1 . ¿Qué trabajo so necesita para sacar la boya del agua? (E1 peso 


específico de la madera es 0 , 8 ). fíespuesta: 


y 


boya del agua? (E1 pcso 
=32 kgm. 


73. Calcular la fuerza total que cjerce cl agua sobre una pretsa en forma 
del trapccio equilátero cuya base superior es a = 6,4 m y la infenor, b = 4,2 m. 
La altuca // es igual a 3m. Hespuesta: 22.2 t. 

74. Hallar la componente axial P (kg) de la presión lotal del vapor que 

»e ejerco sobre el fondo csfórico de una caídera. E1 diámelro do la parte cilin- 
drica de la caldera es I) mm. La presión del vapor en la caldera «s P kg/cm*. 
„ . n nPD* 

fítiputata: 
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75. E1 extrexno de un árbol vertical de radio r se apoya sobro un tejuelo 
ulano. Kl peao /' «lel árbol so distribuye uniformemente por toda la .supcríicio 
del apoyo. Calcular el trabajo total do las fuerzas de fricción durante una rovo- 

lución del árbol. E1 coeficiente do fricción cs p. Betpuesla: —npPr. 

76. Un érbol vertical termina en una rangua en forma del coiio truncado. 
I.a presión específica de la rungua sobre el tejuelo es conslante e igual o P. EJ 
diámetro auperior de la rangua w D, ol inferior, d. E1 ángulo al vértice del 
cono 2 a. B1 cooficionte de fricción, fi. 

Hallar el trabajo de las fuerzas do friccion on una rovolucion dol arool. 


Hetpuesta: 


6 'i‘ii a 




77. Una varilla prámática de longitud l es ostirada con una fuerza que 
aumeuiu lenlaineiile ifesde 0 liasta P. do modo tal que u cuda instantola íuerza 
so equilibra fwjr las fuerzus do olasticidad de la varilla. Calcúlcse el trabajo 
A de la fuorza «le tensión, auponiendo queel estíramienlo ae haya realizado on los 
límites de elasticidád. Kl úrca de la socción transvers.il de la varilla es F. El mó- 
duio do elasticidad del inaterial tvs igual a K. 

Indieaeión. Si z cs el nlorgaraiontu do In varilla. y /, 1« fuerza aplicada 

correspondionte. lenemos: E1 alargamienlo bajo el efeclo do la 

Pl . . PSl P*l 

fuerza P es M z ~jnr» Hcspueita: A = —^- 2EF ' 

78. A unn barra prismática su«pcndida verticalnieiito se le aplica una 
fuerzu de lensión P en su oxtremo inferior. Calcular el alargainiento de la barra 
bajo la acción do su propio peso y la fucrza P, si so cnnocen el largo l de la barru 
en reposo, ei érea de lu sección transversal F, el peeo do la barra Q y ol módulo 

(Q±2PU 


de elnsticidnd /i ilel inaterial. fíeipuesta: M 


2 LF 


79. Dotorminar el tiompo duranle el cual se verterá cl líquido de un roci- 
pientu prismálico Üeno hasta la allura //. E1 ároa do la sección transversal del 
recipíente es igual u F, el área dcl orificio es f. La velocidad del derramo so dctcr- 
mina según la fónnula v — pj/ 2gh, dondo u es el coeficiente do viscocidad, 

e« l.i ucelcración por la fuerza ao gra'odaa, h es la distancia dcl orificio 
2 FH F */~2H 

al nivel de líquido. Hespuesta: T— 2g7T ”"7*7 c g * 

80. Dotorminar el gasto Q del agua (cantidad de agua quo so derrama por 
unidud de tiempo) a través de un vertodoro de sección rectangulur. La altura 

del vertodero es h, el ancbo es b. Rnpuesta: Q— -7j\ibh \/2gh. 

81. Determinar ol gasto do agua Q, que so derrama por un orificio reclan- 
gular lateral, de allura a y ancho b, si la allura de la suporficio líbro del aguu, 
p<jr arriba del borde inferior del orificio. cs II. Hetpuetla: 
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